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Jai lu à l’Académie, il y a environ deux ans, un Mémoire sur le 
même sujet (*), où j’ai donné les intégrales des équations relatives à 
différens problèmes de physique ou de mécanique ; mais, dans toutes 
ces équations, les coefficiens des différences partielles étaient des quan¬ 
tités constantes : je vais maintenant considérer d autres équations dans 
lesquelles ces coefficiens seront variables , et qui se rapporteront aussi 
à des questions qui ont déjà été résolues, ou que je me propose de 
traiter dans le Mémoire qui suivra celui-ci. 


[ I.] Nous nous occuperons d’abord de cette équation : 


d 1 u __ a / d 2 u _ d u 

d t a ^ \ d x* x d x 



dans laquelle a, À et /a sont des quantités constantes. Euler en a 
donné, il y a long-temps , l’intégrale complète, soit en série infinie , 
soit sous forme finie, quand cette forme est possible ; et c est à son oc¬ 
casion qu’il a fait la remarque importante et nouvelle alors, que 1 inté- 


(*) Nouveaux Mémoires de l’Académie des Sciences, année 1818, 
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grafé dune équation aux différences partielles doit, le plus souvent, 
contenir, non-seulement des fonctions arbitraires, mais aussi leurs 
coefficiens différentiels. Lagrange avait déjà considéré des cas particuliers 
de cette même équation, dans ses recherches sur fa Théorie du son et 
sur fes Cordes vibrantes ; et enfin elle est comprise parmi celles que 
M. Laplace a traitées dans un de ses premiers Mémoires, et ensuite, 
sous un autre point de vue, dans sa Théorie des fonctions génératrices (*). 
Mais, malgré tous les travaux dont elfe a été l’objet, on va voir que la 
matière est loin d’être épuisée, et que l’intégration de cette équation peut 
encore donner lieu à des remarques nouvelles qui ne seront pas sans 
utilité. 


Sans en diminuer la généralité, on peut supprimer le second terme 
de son second membre ; car on fera toujours disparaître ce terme , en 
-î A 

faisant u — £X . Ainsi nous considérerons, pour plus de simpli¬ 
cité , l’équation 


d t x \ d x* 


m Z 




(0 


dans laquelle m est encore une quantité constante , qui pourra être 
positive ou négative. 

[2,] Soit x -t- at=. x ', et concevons que l’on remplace les deux va¬ 
riables indépendantes x et t par. x et x . Quelle que soit la valeur de 1 qui 
satisfera à l’équation précédente, on peut la supposer développée en série 
ascendante ou descendante à volonté, suivant les puissances de l’une de 
ces variables x et x', de x par exemple ; et si l’on donne à cette variable 
des coefficiens et des exposans indéterminés , on sera certain d’avoir 
la valeur de 1 la plus générale qui puisse satisfaire à cette équation , et, 
par conséquent, son intégrale complète. Or, si l’on représente la valeur 
de 1 par une série ascendante selon les puissances de x, et que l’on 


(*) Relativement à ces diverses citations, voyez les tomes II et III des anciens Mémoire» 
de Turin j les Mémoires de Paris, pour les années 1773 ct 1 779 » et l’ouvrage de M. Lacroix. 
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détermine les coefficiens et les exposans au moyen de l’équation (i), on 
trouvera, sans difficulté: 


Z~ x*<px'-+-A,x*~ 


dx 


~\~A z x h 


d 2 <p x 


dx ' 




-f- &c. 


étant une fonction arbitraire, A un exposant détermine par l’é¬ 
quation 

k ( k — i ) — m — o , (2) 

et A,, A xt A yt Scc », désignant des coefficiens constans, dont les va¬ 
leurs seront données par cette suite d'équations : 


2 k -H [(^-H i )k — m ] A, = o , 

2 ( k —j— 1 ) A, —H [ ( k -H 2 ) (A —J— 1 ) — tu ] A x —~ o , 
2 ( A —H 2 ) A a -H [ ( A -H 3 ) ( ^ ^ ) — w ] A 3 irz o , 

2 (A3) ^,.+ [(A + 4 ) (A-H 3) — w ]/* 4 = o, 

&c. 


£n y mettant A (A—1 ) à la place de m , et désignant par n un nombre 
entier et positif quelconque, la forme générale de ces équations sera 

2 (A -H n — 0 A u -1 + »(2A + n —I ) A n = o. (3) 

II faudra supposer A 0 ~ z 1 ; on aura ensuite A x =— 1 , excepté dans 
le cas de k — o, où le coefficient / 4 , restera indéterminé : cette valeur 
de A étant exclue, on aura généralement 

^ + . k 7 i — 1 ^ ( — 2 )■ 

* 2L2A4- i.i/tn-2. zh-\-n — 1 1.2.3 . n * 


et dans le cas particulier de A = o, on aura de même 
>• 2-3 .» 

L’équation (2) donnera deux valeurs pour A, que l'on pourra em¬ 
ployer successivement; et à cause de la forme linéaire de l’équation (1), 
XIX' Cahier. Ee 
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on y satisfera encore en prenant pour z somme des deux séries 
correspondantes à ces valeurs de k. Désignant donc par k et k' les dettx 
racines de l’équation (2), et par A , , A ,, A } , &c., ce que devien¬ 
nent les coefficiens Â\ % A zt A if &c. , lorsqu’on y met k' à la place 
de k, on aura, pour l’intégrale complète de l’équation (1), 


Z— zx^x'-t-A ,x A ' hl - d J*' — hA z x À ’ 1 " 

-+.**'j-x'+À* y*' 


—I —A 


A +3 di< f ,x 


r^x' étant une seconde fonction arbitraire, indépendante de q>x'. 

[3.] Nous aurions pu faire x— at—x, et substituer aux deux 
variables * et t, les deux variables a* et a"; en suivant la même marche 
que dans le n.° précédent, nous aurions été conduits à une autre expres¬ 
sion de z> qui aurait aussi été l’intégrale complète de l’équation (1) , 


savoir : 


z =x f $x"-t-A, x**’ 

d<t> x" 

-4 -A>x k +' 

dx 

- 4 - x k 'Arx-+-A\ x 1 '*' 

d Ÿ *" 

—|— A\ x Ar * 

d x" 


d 2 $ x u 
dx" 2 ~ 


H- &c. 


d* ¥ x 
d x" * 


&c. ; 


<Î>A W et désignant, dans ce cas , les deux fonctions arbitraires. Cette 
intégrale devra donc coïncider avec la précédente : c’est ce que nous 
vérifierons par la suite, et, en attendant, on peut s’en assurer dans des 
cas particuliers, en donnant k k et k' les valeurs les plus simples. 

Soit, par exemple, mz=zo\ les deux racines de 1 équation (2) seront 
alors kz=i 0 et k '1 : pour cette valeur de k', on aura 


A\ 


(-*)"■ . 
1.2.3-n./j-*-i * 


et l'équation ( 4 ) deviendra 

[ d ç x‘ (2*)* d 1 ç x f (2*)* di y x' 

2 - X - j ~ ^ d x’ * 2.3 ~d~x'~ï~ 



d\x' {lxY 

d x‘ 2.3 
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Les sommes des deux séries qui composent cette valeur de 1’ soutien- 
1 d'n x 

nent par le théorème de Taylor ; £ t si lop.fait 4r; v — d^* on aUra 

Z = ( « 4 - 4 - A q'f .V' - aè A , W-z X) (V - - TI £ 

Mais, à cause de x Lg & L*" x — 2 .y — “ * “fo < 1 1, on a 

,)<?*'- j.'tjt x‘ =f {x ->t- at) , 

-LA, < j >(. y ' — 2 *) -f--i-7r(x— 2 *) —F{*~ at) ; 


f et F indiquant: {fea -fonctions arbitraires- et indépendantes 1 une de 
l’autre : on auta donc 

Z=fix-+-nt)-+ Fix — ^t)-, 

« 11 '■ *—l - ■ *' V.~~ ^ * ) ■* i c. ’ a p ' 

ce qui est effectivement l’intégrale complète, sous forme finie, e equa 

tion (1), qui se réduit à 

-f ■ - Ü_ t .)lY\z- - - (W> - - 

d t* d x 1 

dans le cas de m = o. On parviendra évidemment au meme résultat 
en partant de la seconde forme de f intégrale en série, laquelle ne dif¬ 
fère de la première que par le signe de a. 

Observons encore, relativement à ce cas particulier, que Ion ob¬ 
tiendrait aussi l'intégrale complète de [équation (1), en pienant pour 
Z la somme des premières séries dans çhacune des deux formes dinté 
grales, mais qu’on n’aurait qu’une Intégrale particulière, en prenant poui 
Z la somme des secondes séries. En effet, en ramenant les séiies à la 
forme finie, il viendrait, dans le premier cas, 


z = ( , Th-~A,) q> (x -+- at) —-J A, q» (— * H- «0 

-+- ( i -+- 2- /(.) $ (x — at ) - j-A. $ ( v at } ’ 

Ee 2 
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résultat de la forme 
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Z =fonct. (x^-at) -f- Fond. (* — at), 


où les deux fonctions arbitraires sont indépendantes entre elles. Au 
contraire, en faisant 


•s)/ x' 


d ir x' 
d x* 


— 


d n x" 
d x" * 


on aurait, dans le second cas, 


Z=~^(— x-+-at) — - 7 T\x~+-at) 

H—— IT (— x — at) -— n (x — r- at) ; 

et posant, en outre, 

— 7r (x -H at) -~ n (- x — at) —f{x -f- at), 

: . . :• : " 1 

il en résulterait 

~ -7T (—x at) - - n (x — at) —/(—x ^ at) , 

et, par conséquent, 

Z —f ( — x-h a t) — f(x •+- at) ; 

expression qui ne renferme qu’une seule fonction arbitraire, et n’est 
qu’une intégrale particulière de l’équation (i). 

[ 4 -] Généralement on satisfera à cette équation, en prenant pour z 
fune des deux séries qui forment le second membre de 1 équation (4), 
et y ajoutant une autre série de la même forme , qui ne diffère de 
celle-là que par le signe de a et par la fonction arbitraire, c’est-à-dire, 
en faisant 


Z — x A (cp x'-H $*")-f- A, -f- 


• A x ( 


d 1 f x 
d x ,2 ~ 


d 2 <t> x" \ 
d x " 2 ) 


d x‘ 

Sec ., 


d <D x" ^ 

~Hr~) 


(f) 
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et prenant pour k telle racine qu’on voudra de l'équation (2). Mais, le 
plus souvent, les deux séries qu’on aura ajoutées pour former cette 
valeur de £, rentreront l’une dans l’autre, et l’on n’aura de cette manière 
qu’une intégrale particulière de l’équation (1), comme on vient d’en 
voir un exemple dans le n.° précédent. 

Les cas où cette dernière formule exprimera certainement l’intégrale 
complète de l’équation (1), sont ceux où la série des coefficiens A lt A xt 
A } , &c., ne comprendra qu’un nombre fini de termes ; et, d’après la 
forme de leur terme général A n , ces cas auront lieu lorque la racine k 
sera un nombre entier et négatif, ce qui arrivera quand on aura 

m = #(/-+■ 1 ) , 

i étant un nombre entier et positif quelconque. Les deux racines de 
l’équation (2) seront alors —i et / + 1 : prenant donc k = — i, le 
coefficient A t '+, et tous les suivans seront nuis; et en substituant les 
valeurs des autres coefficiens dans l’équation (5), elle deviendra 


= (q> x $ x") 

( f — 1 ) x -*’-+*» [ d 1 f x‘ 

_ v — J -H 1 

( dtp x’ 

d 9 x" \ 


X 

d 1 9 x" \ 

\ d x‘ d x“ J 

(r — d’px' 

, d » 9 x " \ 

2 i — 1 \ d jc * 

d x"- ) 

3(2/— J) 

\ d x> 

H d x > ) 


—H &c. ; 


son second membre ne comprendra qu’un nombre i-f-i de termes, et 
le coefficient numérique du («-f-i) OTr terme, ou de la puissance x~[ +M , 
sera 

i.j — 1./ —.2./ — 3. i — n 1 ( — 2 )" 

21.2/-1.2/ — 2.21-3.2/-/J-t-I * 1.2.3.4 .../l 

Cette intégrale complète ne diffère de celle qu } Euler a donnée pour 
les mêmes cas , que par l’ordre dans lequel les termes de la valeur de £ 
sont écrits (*). Dans ces sortes de cas, l’équation( 4 ) ne donnerait immé- 


(*) Tome III des anciens Mémoires de Turin. 
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diatement qu’une partie de .cette valeur sous forme finie ; nous verrons 
bientôt comment on ramènerait à cette forme la valeur entière de 
[ j.] Si l’on désigne par h, l et l', trois quantités constantes, réelles 
ou imaginaires; que l’on représente, à l’ordinaire, par e la base des 
logarithmes népériens, et qu’on fasse 

q>x' = le "', Sx" = l'e- ka " , 
la valeur précédente de £ prendra la forme : 

Z — * kat y: 

y étant une fonction de la seule variable x, savoir : 


y 


— [Je hx -^ïr hx ) [x-*- 
—h\le kx ^l r e- ht )[x^ 


('—*)> , (i -2) (i—ŸM v . 

ai-i * 

(i— x -i+3_< (i—3) (i—4)/** 

‘ 3(2i —!) 2.3.5(21-1) (2/-3),’ 


&c.) 

y -*+ 5 _p_ & c .^ 


En substituant cette valeur de 1 dans l’équation (1), et supprimant le 
facteur e hat , commun à tous ses termes, il vient 


dx y 

d x * 


— */— 


» (*-+- O.T 

x 1 



la valeur de ^ devra donc satisfaire à cette équation différentielle du 
second ordre, et elle en sera l’intégrale complète sous forme finie, / 
et l' étant les. deux constantes arbitraires. M. Legendre avait déjà re¬ 
marqué que cette équation s’intégre sous forme finie, toutes les fois que 
i est un nombre entier; son intégrale est, comme on voit, comprise 
comme cas particulier dans celle de l’équation (1). 

[6.] Maintenant nous allons chercher à mettre sous forme finie, 
par le moyen des intégrales définies , les différentes séries que nous 
venons de considérer. 

Pour y parvenir, faisons d’abord 


A n 


B n 


• 2.3 . . 
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l’équation (3) deviendra 

2 (A —t— n — i ) B„^. l —f— ( ik —t —n — 1 ) B n — o ; 
et nous satisferons à cette équation aux différences finies , en prenant 
B n = f'Pp’dp; 

P étant une fonction de p, indépendante de n, que nous déterminerons 
convenablement, ainsi que les limites de cette intégrale définie. Subs¬ 
tituant cette valeur de B„ dans l’équation précédente, il vient 

ik J P -\-p) p n ~' dp -±- f P[ip-+-p z ) d.p n ~ x =0 ; 

mais, en intégrant par parties, on a 

J P ( 2 p -(-/>*) d =P(ip-i-p ± )p n - —jp n ~ ' d [ P ( ip -+-p') ] ; 

si donc les limites de l’intégtale peuvent être telles que l’on ait 
P [ip p x ) ~ o à chacune d’elles, nous aurons simplement, 

/ j ih[l-+-p)Pdp— d[P^p-*-p')]\p ,, -‘ = o. 

# on satisfera à cette équation , quel que soit n , en posant 
2 k (1 -+-p) P dp — d[P{zp-+~p'-)] =z o; 
d’où l’on tire, en intégrant, 

Piip-hp 1 ) = b[ip-+-p') k , 

b étant la constante arbitraire. Nous supposerons que l’exposant k soit 
positif(*) : on remplira, dans ce cas, la condition relative aux limites 
de l’intégrale donnée, en prenant pour ces limites p zz: o et p~— 2 ; 
on aura donc alors 

B„ = b f~' ( ip ) * p" dp , 


(*) On comprend dans cette supposition, le cas où cet exposant aurait une valeur imagi¬ 
naire, dont la partie réelle serait positive. . 
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et par suite , 

A u 


1.2.3. 


tt-/. z ( 2 p -i-p' y~' p n d p- 


Nous mettrons cette valeur de A t sous une forme qui nous sera 
plus commode, en faisant 

p = cos où — 1 , dp nz — sin « ; 

ce qui donne 

A n •=. ^ 1 3 * ^ C n ‘ o (1—cos«)” sin xk ~ l udoù\ 

c étant toujours un coefficient indépendant de n. On le déterminera, 
si Ion veut, au moyen d’une valeur particulière de A n ; par exemple, au 
moyen de A a — 1 • faisant donc —o dans cette formule, on aura 

A o = c J*™ sin a/ *“' u du \ 


et en égalant ces deux valeurs de A a , on en conclura celle de la cons¬ 
tante c. 

[7.] Au moyen de cette expression de A u , si fon n’a égard qu’à 
la première des deux séries contenues dans l’équation (4), et que i’011 
comprenne la constante c dans la fonction arbitraire, on aura 


Z = J* * £ x — x ( 1 — COS Où ) 


d <p x 


x 2 ( I — cos a ) 2 d 2 <p x 


' x’ ( I - COS O) ) * 

1.2.3 


d^ <p x ‘ 


• &C. J A 


Où d Où. 


La somme de la série comprise entre les parenthèses, s’obtient par le 
théorème de Taylor ; et si l’on remet x-\-at à la place de x, on aura 


(x coscù -I- at ). x k sin* k ' où du. 


Mais, avant d’aller plus loin, il est bon de vérifier que cette valeur 
de z satisfait effectivement à lequation (2). Or, en faisant, pour un 

d <p x ^, d 2 <px _ „ 

moment, —J - * - = <p x, • d ' xl ~— x > on a 
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—j~~ — aX f Q ^"(a’cosw at).x k sin 2 *-’ u du , 

— J~ o ^P" ( x cos c*> -H at). x k sin xk ~^ u cos 1 u d u 
2 ^ J* CJ> ; (a- cos u -h at) . x k ~' sin *' 4 '” 1 u cos u du 
-+- k (k — 1 (a 1 cos u -h at).x k ~ x sin*'*"' u du ; 

substituant ces valeurs dans l'équation (1), observant que k[k — 1 )z=zm, 
et réduisant, il faudra qu’on ait 

f o <p"(x cos u ~h at) .x k sin lk ' 1 '' u du z=zJ~* ty'[xços u at) x k ~ l </.sin 2 / 4 o> ; 
et, en effet, en intégrant par parties, on a 

/ Cf>'(A , cosa> + < 7 f).x*'" , </.sm 2 * u zz= <}>'(A-cos^-h-rf/j.** -1 sin 2 * cù 
jf ab .. ,. , • ioim< 1 - 

*- 4 - <J>" (a- cos u -q- at) . a* sin 2 ***' u du : 


les deux intégrales définies qui précèdent sont donc identiques, puis¬ 
que, à raison du facteur sin 1/4 u , le terme compris hors du signe f 
s’évanouit aux deux limites u=o et u='?r, l’exposant k étant, comme 
on le suppose, une quantité positive. 

Si la seconde racine k' de iéquation (2) est aussi positive, la même 
transformation s’appliquera à la série qui la contient, et l’on aura, dans 
ce cas , 

1 zz: x k ^ (J> (a cos cù -f- at ). sin 4/{ ~ 1 cù du 

-f- * h ^ (a > cos u H- cit) . sin 2 *'” 'u du , 

pour l’intégrale complète de l’équation (1) sous forme finie. 

Sous cette forme, on voit clairement que cette intégrale ne changera 
réellement pas [n,® 3 ] , si l’on y change le signe de a; car, en y 
mettant en même temps 7T —u à la place de on aura 
XIX/ Cahier. 
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1 zz: x k J~ $ (—a- cos « — a t) . sin ' a d g* 

H- x k J * ’Ÿ (— x cos u> —- a t ). sin zX '~ ' u d u ; 

$ et ‘'L indiquant les deux fonctions arbitraires : or, si Ton suppose 
4 >.vzzz<J)( — x ), —.y), cette valeur de £ coïncide identique¬ 

ment avec la précédente. 

[8.] La supposition que nous venons de faire relativement aux ra¬ 
cines k et k' de i’équation (2), ne peut avoir lieu que quand chacune 
d’elles, ou sa partie réelle, est < 1 ; car, d’après cette équation , on doit 
toujours avoir A-h k'=. 1. Ce cas comprend celui où l’équation (2) a 

ses racines égales, ce qui arrive lorsqu’on a —r On a alors 

k z=. k' :; et il semble d’abord que l’équation (6) ne soit plus 
qu’une intégrale particulière de l’équation (1). Cependant on en déduira 
encore l’intégrale complète, en posant 

k = ~k’—- -J\ = ; 

2 ’ 2 ' 4 

et ne faisant S^zzzo qu’après avoir préparé convenablement le second 
membre de cette équation (6). 

En effet, en réduisant en série suivant les puissances de ch, nous 
jurons 

* x sin iX “' a> “tfï^i-t-ch.Iog^Ysin 1 . log*(A*sin 2 a)4-&c.J, 

** , sin** , ~' a> — a- t ^i— ch.log(x sin* . log 2 (x-sin 2 «) — &c.J ; 

au moyen de quoi i’équation (6) deviendra 

fl sh si 6 lqmo 3 9 lmj 3 *jîni i iuoo 

<}>(.*• cos at) -+-4" (* cos " -H d*)] du 

-4- ^ [^( vcos Cà ^~ at )—^ (* cos I°g («vsin 2 o))du 

-H 8cç. ; nvAtO LAVA. 
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et si l’on fait 

<p x 4"' v —f x • -J,x) = i 7 * , 

il en résultera 

1 = X ï J" f [ x COS O) —H ût) d Ci 

-f- x ï F(x cos a -+- /) log (.v sin 1 «) « -H /? ; 

/? étant une série ordonnée suivant les puissances entières .et positives 
de JV Or, cette valeur de £ satisfera à l’équation (i), quelle que soit 
la valeur de et en y regardant f et F comme des fonctions arbi¬ 
traires, indépendantes l une de l’autre et de cette quantité; faisant donc 
à présent J^zzzo, nous aurons 


Z — xïJ~ f (x cos où -H a /) d a 

-t-xïJ'J F [x cos a--h at) Iog(*sin‘«) du , 

pour l’intégrale complète de l’équation (i), dans le cas de mzzz ^ > 
c’est-à-dire, de l’équation 

^ f 1 \ d x 2 4 x a j * 

[9.] Si l’on y fait z = u V x > e ^ e se c ^ an S e en ce ^ e_c ^ : 

d 2 u ( d 1 u 1 d u \ 

d t x ^ \ d x 2 x d x ) ’ 

et son intégrale devient 

u zzzj * f(x cos u a t) d u 

^fo F [x cos u -4— at) log (a: sin 1 u) du. 

Cette dernière équation aux différences partielles est celle qui ren¬ 
ferme les lois de la propagation du son dans un plan , lorsque les 

Ff 2 
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ondes sonores ont la même intensité dans tous les sens autour de leur 
point de départ. Son intégrale sous forme finie, déduite de i’intégrale 
generale que j’ai donnée dans ie Mémoire cité au commencement de 
celui-ci, serait exprimée au moyen d’intégrales définies doubles, et, pour 
cette raison , sous une forme moins simple que la précédente. 

Les lois des petites oscillations d’une chaîne pesante , suspendue 
verticalement par une de ses extrémités, homogène et par-tout de ia 
meme épaisseur, dépendent de deux équations de la forme de celle-ci : 

w. : 

d. t 1 O 

g et / étant deux constantes qui représentent ia gravité et la longueur 
de la chaîne. En y faisant Y/—y z=:.v, elle devient 

d 2 U g ! d 2 li i d u \ 

d t* 4\</x 2 x d x ) » 

elle prend donc la même forme que la précédente , et par conséquent 
on aura, pour son intégrale complète, 

cos a>-+-± t Y g) dcù 

+f 0 F [Y l—jf cosa-t-j/ Y g) log (]//—y sin a a) dœ. 

L’intégrale que M. Brisson a donnée pour cette même équation (*) , 
ne comprend que le premier des deux termes de notre valeur de u, 
pris avec les deux signes de Y g; elle n’est donc qu’une intégrale parti¬ 
culière, et jusqu’ici l’intégrale sous forme finie n’a pas été. donnée en 
s astreignant à n’employer que des intégrales définies simples. 

[ I O.] Lorsque l’une des deux racines de l’équation\(2) séronégative, 
la transformation du n.° 6 ne conviendra plus à la série qui renferme 
cette racine, et l’on ne pourra plus obtenir, par l’analyse précédente, 

(*) XIV. c Cahier de ce Journal, page 253. 
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I intégrale complète, sous forme finie, de l’équation (1). Supposons que 
k soit la racine négative ; comme on a k' = 1 — A, il faudra que k soit 
positive et surpasse l’unité : la première série contenue dans le second 
membre de l’équation (4), continuera donc de s’exprimer sous forme 
finie ; mettant de plus 1— k à la place de k' dans la seconde, cette 
équation deviendra 


Z — * k f* 9 (* cos cù -f- at) sin ' cù du 

x'- A ^x'-hA f t x -j-A\x z -f- &c. ) , 

et elle sera toujours l’intégrale complète de l’équation (1). Substituant 
aussi A „ et 1 —A à la place de A„ et A dans l’équation (3) , on aura 
en même temps 



2 ( 11 — 2k) A'„ ~ o ; (8) 

et l’expression générale de A'„ sera 

— — *- 1 - .(- 2 )" 

2/i — 2.2k — 3.2k —4 . ik—n— 1 * 1.2.3...n * 


Si A est un nombre entier quelconque , la série précédente n’aura 
qu’un nombre fini de termes; mais on a vu dans le n.° 4 q Ue la valeur 
entière de z devra , dans ce cas, s’exprimer sous forme finie sans le 
secours des intégrales définies ; il faudra donc que le signe / disparaisse 
de la première partie de cette valeur ; et c’est, en effet, ce qu’il est aisé 
de reconnaître d’après la forme de l’intégrale définie qui la compose. 

Soit, par exemple, k = z. Mettons à la place de la fonction q> x , 
le coefficient différentiel du troisième ordre d’une autre fonction arbi- 
traire fx ; et faisons, pour plus de commodité, 


d f x 


— f 


df 


=/"■ 


d f" x _ 

d x 1 — J 


et ensuite 


X — f'" (x cos où -h at) . x 1 sin 3 u du. 
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En intégrant par parties , et observant que le facteur sin « sevanouit 
aux deux limites, il vient 

X 2 f " (* cos u *+* at ) • x s * n u cosc * > d u \ 

intégrant de même une seconde fois, on aura 
X=z f'{-x-t-at)-*-2f'(x-*-at) — 2 fjf (.vcos«-^a/)sin« du ; 
et enfin * 

X =2 f (— x-i-dt) -H 2/' (.y-H2 /) - [*-+-“ 0 i 

ce qu’il s’agissait de vérifier. 

Pour cette valeur de k, l’équation (7) deviendra 

j = ±-S --f /(»+*> -H- 


2 df[ — X ) 


II/ \ d\ (* -+• at ) . 

4/(*h-*o d x ’ 

ou bien , en faisant 

= zf( — x) = Fx, 

on aura simplement 

1 r t / \ . rrf s\l d[-i [x->t-at)-\- F (x — at)] 

t c=.2.[Ÿ(*-i-«0-+-^(*-«*)]-k- 1 - - ; 

valeur de £ qui coïncide avec celle du n.° 4 » pour le cas de k! =z 1, 
correspondant kk~z. 

[il.] On voit ici un exemple remarquable de l’usage des intégrales 
définies pour la transformation des séries : la première des deux séries 
contenues dans l’équation (4) se prolonge à l’infini, lorsque k est un 
nombre entier et positif; or, par l’intermédiaire de l’intégrale définie 
qui en exprime la valeur, on transforme cette série , quel que soit ce 
nombre et quelle que soit ia fonction fx, en une série d’un nombre 
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fini de termes. Comme cette transformation nous sera utile par la suite, 
il est bon de l’effectuer d’une manière générale et complète. 

Soit donc i un nombre entier et positif quelconque, et supposons 
quon ait k — Soit aussi 



nous indiquerons, comme dans le n.° précédent, par f x, f" x, f u 'x, &c. 
les coefficiens différentiels successifs de /*, en sorte que j (n) x soit celui 
de 1 ordre quelconque n ; et enfin nous appellerons X l’intégrale définie 
q u il s agit de considérer, savoir: 

X = - J~ o + [x cos où -4- at) . x** 1 sin' où d où. 

Daprès ce quon a vu dans le n. - y , la série infinie qu’elle représente, 
sera 

X — h V"" (xA-at)-hA, xf^> (x-\-at)~\-A x x % /<**+*> [x+at) 

- 4 - A i xîf Cli *-* ; (x 4- at) -f- &c. ] ; 

b étant un coefficient constant dont la valeur est J"* sin où doù , et 
la suite des autres coefficiens A tt A it A 3 , &c., ayant pour terme général 

A _ »+ l .>42./+3. i + n ( — 2 )" 

B 2 i+ 2 .a f3.3/-I-4.2i +n + i * 1.2.3 ... n 

Or, par des intégrations par parties suffisamment répétées, et telles 
que celles dont nous venons de donner un exemple dans le n.° précé¬ 
dent, on obtiendra, quel que soit i, la valeur de X sous forme finie; 
et en considérant avec un peu d’attention l’intégrale que X représente, 
il est aisé de voir que Ton parviendra à un résultat de cette forme : 

X — CoX- î f(x-+-at)-\-C l x-'- h, f'(x~{-aT)-+-C i x- i + t f ' 1 (x-±-at)-h. . . 

.. . H-Ci/ (ix (x^at) 

4 - C '0 x~ i f{ c -x-\-at)—C\ x~ t+i f f (— x -t-at)-hC' t x-'^f" (•—.v4-^/)~... 

• • • 4 -(— 0 r £* ij (l) (—. y ; 
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C., C,, c,_ , &c., C\, C',, C',, &c., étant des coefficiens dont on ob¬ 
tiendra facilement les valeurs pour chaque valeur donnée de i. Mais 
on peut aussi parvenir à leur expression générale par la considération 
suivante. 

On satisfait à l’équation (1) en prenant Z = X; ce qui ne peut avoir 
lieu qu autant qu’on y satisfera en prenant séparément pour £, la partie 
de la dernière valeur de X qui renferme f{x-\-at ) et ses dérivées, ou 
celle qui contient /(— x~\~at) : si l’on prend, par exemple, la pre- 
première partie , on aura 

Z z=zC 0 x- i f{xA-at)A-C l (x-*-at) A-C x x^f" (x-f 


d’où l’on conclut que les coefficiens C 0 , C t , C x . Ci, devront 

suivre la même loi que les coefficiens A 0 » A , , A . Ai, du 

n.° précédent, relatifs à k=iA-i , et ne différer de ceux-ci que pat- 
un facteur commun à toutes ces quantités; cest-à-dire que Ion doit 
avoir généralement C„=c A' n , c étant un facteur indépendant de //. 
On aura de même C' n = c'A'„, le facteur c étant aussi indépendant 
de l’indice n; par conséquent, la valeur précédente de X deviendra 

X zzz cx~ l [f(xA-at) A-A ', x f' (x-t -at) Ar A 4 x 2 f (x -A-at) 

... -f- A ' i x { f <l) (x —h at ) ] 1 


c' x-i [/"(—. xA-a f ) — À , xf (—x~+- a t)A-A' % x 2 f" ( — xH- at) — ... 

... +{—iÿA'iX i fÿ(-xA-ai)]i 

et il ne restera plus qu’a déterminer c et c . 

Pour cela , j’observerai d’abord que l’intégrale représentée par X 
s’évanouit avec x; à plus forte raison, on aura donc Xx l ~o , quand 
x=o; d’où l’on conclut d’abord c-t-c'zzzo. Je fais ensuite fx — x 11 ’*' 1 : 
cette intégrale deviendra 

X — 1.2.3 .... 2 / -H I. b x ,+ * , 
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en se rappelant quon a 

b =. J** sin 1,+ ' cù d cù. 

Si Ion met cette même valeur de fx dans la valeur précédente de X, 
et que ion y fasse c = — c et t -= 0, il vient 

X— 2 c x 1 *" [ r-t-(2/-b 1 )A\ 1 ). z/.A'z-htii-h 1 ). 2/.(2/'— 1 )A',+-... 

... 4 -( 2 / + l). 2 /'( 2 /-l) ( 2 /—i 

égalant donc ces deux valeurs particulières de X > qui ont lieu en même 
temps, on en déduira 


en faisant, pour abréger , 

1 —♦—(2./—1— 1 )^ 4 ', —1—(2./—I— I) .21. A ^ 2 -+~... —(ii—I— I)»2/ (2/— l)(2Î—2)...(/-+-2) A ', ^ 

1-2.3.4.2 7 —H I 

Nous aurons donc enfin 

x = ~j - j /( x^-at) —■/(— x-+-at) -+-A\x[f (x-i-at) -+-/ ' (— x-t-<u) ] 
-+-A\x 1 [ f" (x-4 -at) —/" ( — . -\-A'iX l [/ ( V (x-\-at) 

— (-O'/"'(*H-aO]|; 

et si Ton fait, aussi pour abréger, 

2 -f[x^at)-^f{-x^-nt) = P, 

et que l’on égale cette expression finie de AT à la série infinie citée plus 
haut, on en conclura 


f . A d*">f(x+at) A d*-' + *f(x+at) 

Jx |_ J 4 x %i+i ^ 2 d x *‘+> 


A-A 3 x’ -ÏÏ*J 4 


d> P 


“] 


= p+*.* 77 

XIX/ Cahier . G g 



2 34 analyse. 

transformation dune série infinie en une série finie , qu’il serait peut- 
être difficile d’effectuer sans l’intermédiaire de l’intégrale définie qui en 
exprime la valeur. 

[ I 2.] II existe des valeurs de k pour lesquelles la série contenue 
dans le second membre de l’équation (7) semble devoir être rejetée , 
ce qui réduirait cette équation à ne plus exprimer qu’une intégrale par¬ 
ticulière de l’équation (1); je veux parler des cas dans lesquels les coef- 
ficiens A\ , A\ , A \, &c., des termes de cette série, deviennent tous 
infinis à partir d’un certain terme ; circonstance qui aura lieu , d’après 

l’expression du terme général A' n , lorsque l’on aura k = i H- -j- y 

i étant un nombre entier et positif quelconque. Mais on va voir qu’a- 
lors on peut supprimer les termes de cette série qui deviendraient in¬ 
finis , et exprimer le reste sous forme finie, ce qui ramènera à cette 
forme la valeur entière de £. 

Observons d’abord que A z i sera le premier de ces coefficiens qui 
deviendra infini ; en sorte qu’en supposant n < 2 / , la valeur de A * 
sera une quantité finie : son expression , déduite de celle du n.° lo , 

en y faisant kzzzi H—j- , sera 

(—«)"• . 


A' = 


2 Z — I . 2 / — 3.2 / — 5 


21 — 2/7-4- I 


21 — 1.2/ — 2.2/ —3 . 

et la valeur de 1 pourra s’écrire ainsi : 


1.2.3 


£ — J* <t> (* cos où A- at) sin 1 ' où doù 
-hx~ i ^[^x'-i-A' l x^--¥-A', x-^- 




d“-> j 


i 


■R, 


en désignant par R une série qui se prolonge à l’infini, savoir : 


R zr: x -t-A ,; +l x —- hA , 


rf* 4.' »' 


+- &c.j, 
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où l’on fait, pour abréger, 


Tous les coefficiens A\i, A a ; +l > A &c., des termes de cette 

série seront infinis, à cause du facteur ik 2/ 1 qui se tiou\e 

au dénominateur de chacun d’eux. Pour savoir ce que deviendra la 
série R , désignons par «b une indéterminée, que nous ferons nulle à 
fin du calcul ; et faisons A — /H ——La valeur du terme général 

A' xi + n de cette suite de coefficiens pourra se développer en une sérié 
ascendante suivant les puissances de ^, qui aura évidemment cette 
forme : 




— — C - 

1 - n 


. C’ n -H- * C" n ^ C"u -+“ &C. ; 


C n , C\, C"„, &c., étant des quantités indépendantes de que ion 
déterminera sans peine pour chaque valeur particulière de i indice «. 
Soit, par exemple, « —o : on aura 


_ (, — 4M(q—4 ^*) (25 — 4^).[(^/ —» )- 

— a^. + il)(aW)(î+a^.(ai— i-h**) 


( —O* ■ 

1.2.3...2i * 


et en développant suivant les puissances de J '', on en conclura 


^ “ M'C-M.i-O* ’ 

Ç'. = —*c.(i _h ^ __h T _ h T. -, "Tr=rr)> 

&c. 


Mais si l’on veut connaître les valeurs de £»» C & c -» en onction 
de «, il faudra recourir à l’équation (8),. dans laquelle on mettra 
zi-\-n à la place de //; en y substituant aussi pour k et A »*•+•« leurs 
valeurs, et égalant ensuite, dans les deux membres, les coefficiens des 
termes semblables par rapport à on formera une suite déquations 
aux différences finies, d’où dépendront les valeurs demandées. Il nous 

Gg 2 
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suffira de déterminer celles de C„ et C'„ ; et Ion trouvera de cette ma¬ 
nière que ces quantités dépendent des deux équations : 

(2 // H- 2 i — i ) C n _, H- n (//-+- 2 /) C„ = o , 

( 2 // H— 2 / l)6 , ' B _ 1 -t-«(«+2i) é7 / „ = 2é7„_ 1 -4-2 («4-2/) 

La première coïncide avec celle que nous avons précédemment inté¬ 
grée [n.° 6], quand on fait dans celle-ci k = / -4- ; d’après cela, 

nous aurons 

C n = ^ (i — cos où) n SÎI1* # où d où ; 

” I .2.$. . .n J o V ' 

c étant la constante arbitraire. En faisant « = o, on aura 
C 0 = c sin a< où d où \ 

ce qui servira à déterminer cette constante , au moyen de la valeur 
précédente de C 0 . 

Pour intégrer la seconde de ces deux équations, soit 



Substituant cette valeur et celles de C n et C n -i dans cette équation, et 
réduisant, il vient 

(2/M-2 ï- 1 ) , -+-(«4-2 i)B' n ——zc(~ ( i -cos cos w sin*' où dœ 

( — 0 * f*[ l — cosa>)*sin l, a> du. 

Quel que soit le nombre entier i, on peut obtenir sous forme iïnie 
l’intégrale J~ sin 11 » du ; je la supposerai prise de manière qu’elle s’é¬ 
vanouisse quand où-tt, et j’en désignerai la valeur par q ; alors en 
intégrant par parties , on aura 

— >cosu) n s\n l u dod — —(i —cosw)’'”' q sin« du ; 


,.y 9 b 1U‘; 

2fic”t;lDnoD 
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et I équation précédente deviendra 

( 2 // -f- 2/ — 1) + (« + 2/)^,, — 

— lc X (i— cos 1 (cosw-h liqsincà) du. 

On y satisfera en faisant 

B'„ — — 2t(—0 "J- t ( t — cos QV'fV 

<2 étant une fonction de « indépendante de //, qui devra être telle 
que Ion ait 

— ( 1 —cos«)” -, (i -i-cos u)Q du (1 — cosû>)*'“ , (i — 2/cos«) Qdu 

—(l ^-COSu) n ~ l (cos Ce)-P- 2/^silWi)) duï . 

Or, l’intégration par parties donne . 

—("“O/o" ( 1 — cos1 ( 1 c °sc«>) Qdu=z —Qsinu d(i — cos »)*” 1 

=/ o (1 — cosce))'* - ' ^(2 cosc»)-|-sin c*)-^-S-^« ; 
au moyen de quoi l’équation qui précède devient 

J~ * (1 — cos » J** 1 sine*) — 2/ <2 cos a> j 

, noijr/igâp wl etio? founoînoo ?oi\.a 29! 

(1—cosctf)””" 1 (cos « H- 2/^ sin«) du ; 

d’où l’on conclut 

d Q . . „ -1 . / - 

~ d sin u — 2 / <2 cos w = cos « -4- 2/ </ sm û> ; 

et, en intégrant, 

Q = [q -f- c') sin 1 * u - : 

c est la constante arbitraire, et l’on a fdit, pour abréger; 

>“biV dicid.j,: .. 

Zi f —r~i - dM = q‘, L 

J sxnV u “** v 


. 0 IÎ 3 ' 
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Cette valeur de < 2 , et, par suite celle de B' n , étant ainsi déterminées,' 
nous en conclurons 

O', — 2C <~ 1 .11/~ T (i—cos^'J-r-(/-»-/).sin"«]d«. 

^ * 1.2..3.. :n J o ' y l_2/ w J 

Dans le cas de « = o, cette valeur se réduit à 

C\ = + sin 1 '» j du ; 

ce qui servira à déterminer c au moyen des valeurs connues de C 0 et 
de c. 

Cela pose, nous aurons 

a' . —.. c 1 ^., r - f* ( 1 —-cos «)* sin 1 * « 

2cj-z2)l_ ('"* [ 1 —cos w)* 1” —~-t -(?'-+-<■') sin*'»]^ 

1.2.3 . • ./I J O L Z Z 


nous aurons en meme temps 

jfi +* -A — .v r ‘ 4 '^ 1 1 — ^ log a" -4- Iog a a -4- &c. ^ ; 

et, d'après cela, la quantité R deviendra, en ramenant à la forme finie 
les séries contenues sous les signes d’intégration , 

R =■ - e - X p~'-ÿ* (x cos u -t- at) sin*' a du 

-ex 1 *'- log xf* 4- 1 (atcos &> —t- rît) sin*' u du 

zcx^'-J'J 4 ''(^C 0 Sù»-HrJ/)[^-(/-t-c')sin*' «] du 

—H A ; 

A désignant la partie de cette quantité qui s’évanouit avec «fi. Or, quand 
on substituera cette valeur de R dans celle de J, on pourra faire abs¬ 
traction de son premier terme, qui a «fi pour diviseur, en observant 


ANALYSE. 239 

qu’il se confond avec le terme de même forme déjà contenu dans z ; 
faisant ensuite on aura 


Z = J <p (x cos où -+- oit) sin 4 * où d où 


... -+- A' li _ l x xi 


d 1 *" 1 (* -H O-t) 


] 


- C log xJ** 4 // (* COS 0-+■ d f ) sin xl Où d Où 

-f- icx^ïJ^J 4 '(x cos Ci-hat) - [q '-Hc') sin* 1 où J du , 

pour l’intégrale complète sous forme finie de l’équation (1), dans le cas 
de Æ = ou de m=i x - l — : on se souviendra que c et c sont 

deux constantes déterminées, et que représente, pour abréger, le 
coefficient différentiel de l’ordre 2/ de la fonction arbitraire 4*« 

Cette intégrale est, comme on voit, assez compliquée ; mais si l’on 
n a besoin , dans un problème particulier, d’employer que la partie 
de la valeur de z qui ne devient pas infinie quand * = o , il faudra , 
pour l’obtenir, faire ^x = o > ce qui réduira cette valeur à la forme 
très-simple : 


Z 



<p (x cos oc -H at) sin 41 où d où. 


[13.] Maintenant, considérons l'équation 


d Z 
dt 


-■(-&- 



(9) 


dans laquelle, comme dans celle que nous venons de traiter, m et a 
sont des constantes données, mais qui diffère de l’équation (1), en ce 
quelle est seulement du premier ordre par rapport à la variable t. 

Dans le cas de ;;/~o, son intégrale complète sous forme finie est, 
comme on sait, 


2^0 
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étant la base des logarithmes népériens, et indiquant une fonction 
arbitraire. Or, en examinant avec un peu d’attention, la manière dont 
cette valeur de £ satisfait à l’équation 

_±Z_ — a ijLï-, 

d t - drX* * • • 

on est conduit à conclure ,que Ion satisfera également à l’équation (9), 
en faisant, pour abréger , x -t— 2 a et -\/ t = * / prenant 

et supposant que l’exposant k et les coefficiens A, , A % , A ,, &c. , 
soient les mêmes que relativement à l’équation (i) j>,* a]- En effet , 
on aura 

~00 / t/ 


d t 


■-‘f -2 (- 




ttdet 

~77 > 


-^—7 r-,, y x'? 

ou bien , en intégrant par parties, 

-T7=“ J-zo\-T7^-+- A ' x dx. d*'. I 

et si l'on substitue cette expression de -^-p- avec celles de z et , 

dans l’équation (9), on trouvera quelle devient identique, d après la 
nature des coefficiens A, , A t i A,, &c., et. de l’exposant k. On pourra 
aussi prendre successivement pour k les deux racines de l’équation (2) ; 
et si l’on désigne par k' la seconde racine, et par A',, A',, A ,, &c., 
la suite de coefficiens qui fui correspond, on aura 

d \*' . A' * 


- &c.^ X k 


1 dcL 




(to) 
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pour l’intégrale complète c!e l’équation {ÿ\, O .t’ et -]/ x représentant 
deux fonctions arbitraires, indépendantes l’une de l’autre. 

A cause que les intégrales relatives à et s’étendent depuis etzzz —oo 
jusqu a et -f- oo, on voit clairement que le changement de signe 
de a donnerait une seconde expression de % , absolument identique 
avec la précédente ; ce qui est également vrai, quoique moins facile à 
vérifier, par rapport au second membre de l’équation (4)» ainsi que 
nous l’avons dit dans le n.° 3. Les séries contenues sous le signe / 
étant les mêmes que celles qui entrent dans cette équation (4) , on les 
ramènera à la forme finie, dans les mêmes cas et par la même analyse 
que précédemment. Nous allons considérer successivement cés difFérens 
cas. 

[14.] Lorsque les racines k et k' de l’équation ( 4 ) seront toutes 
deux positives, ce qui les suppose plus petites que l’unité, l’équation (10) 
prendra la forme [n.° 7] : 

°° £ <J> (,v cos où -f- 2 a et V /) sin 1 '* -1 cà d a? J* - * 1 d et 

-{-X ~ k J °° \_J' 7F 4 ' (x COSCù 2 .Û et ■/}) s\r\'-- k O) </&>] e-* 1 d et , 

en observant que k' = 1 — k. Lintégrale complété de 1 équation (9) 
s’exprimera donc, dans ce cas, sous forme finie, au moyen d'intégrales 
définies doubles; mais il est très-remarquable que, sous cette forme , 
cette intégrale contienne deux fonctions arbitraires, indépendantes l’une 
de l’autre, quoique, d’après la nature de l’équation (9), son intégrale 
complète en série ordonnée suivant les puissances de /, ne doive ren¬ 
fermer qu’une seule fonction arbitraire. Pour dissiper tous les doutes 
qui pourraient résulter de cette remarque, il est bon de vérifier que 
les deux fonctions arbitraires contenues dans la valeur précédente de 
se réduisent à une seule dans son développement suivant les puissances 
de t. 

Or, si l’on réduit en série, par le théorème de Taylor, les deux fonc- 
XlXd Cahier. H h 
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lions q>( vcosw-t- 2 adûVt) et ^ ( x cos « h— zacf/t) , et si Ion fait at¬ 
tention que n étant un nombre entier er positif quelconque, on a 


f-Z e *'J* = o, 


e' Al <L 1,1 dcL : 


i • 3 • S• 


\/ 7 T > 


on en déduira, pour ie développement de la valeur de Z> une st ^ r * e 
cette forme : 




X % —f- 


.2.3 




les coefficiens X„, X, , X z , &c., étant des fonctions de x dont le 
terme général X n sera 

X n — x h | /ttJ ‘ cos u) sin 1 ' 4-1 u du 

H- x' ~ k V'*f„ * \ (%n) (* cos w ) s * n '~ tk du : 

on désigne, pour abréger, par <p' x, a, &c., ^ / 4' x, &c. , les 
coefficiens différentiels successifs de <px et 4*' en sorte qu on suppose, 
dans cette expression , 

. , tH -. <i ln <p * | fi»; y — AllAjL . 


Si l’on y met n — 1 à la place de n, on aura 

X nJ _ t = x k \/^J o * Cp îrt - 1 (a* cos a) sm lk ~' u du 

-h x'~ k V*j * 4 s ” _i (* cos "ï sin '~~ tk " ; 


d’où ion tire 

d1 X-* — ' ) x _ -t-zkx k Vv /* T (A-coswJsin^'”' u '~~~—du 

-1-2(1 — k)x'~ Â Y-nf Q ^ 4 ' * n ~ ,} (xcosc*>) sin l ~~ lk u -~p- du 
-h x* yV^ ^ q> (2 ” ; (a cos u ) sin aA ” ' u cos* u d u 
x'~ k ^ \ (ln (xcoswj $h\'z lk ucos'u du ; 
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mais en intégrant par parties, et observant que A étant positif et < i , 
on a sin 2/4 u=zo et sin 2_2/4 u = o aux deux limites, il vient 


f cj> cos co)d. sin 2 k u xj~ Cf) t2Wy (.y cos 6>) sin 2 ^ +I u du , 

f * [xQoscùjd.sm 1 -^ où = *J o ( x cos a) sin 3 " 2 * u du \ 

au moyen de quoi l'équation précédente devient 
-- / An - 1 — X„- ‘+-x k V~7f f* Q (inJ {xcos a) sin ik ~' u du 

d x 2 x 1 J o 


-t- x'~ k Y TT J (* COS") sin ' %l . " : 

donc à cause de A (A— i ) z= /// et de la valeur de X„, nous aurons 




d- X n . t 
d x 2 


a ;_,. 


t“> 


On exprimera de même X n _ x au moyen de AV-i, et ainsi de suite 
jusqu’à X Q :, et de là, on peut conclure que toutes les fonctions X Q > 
X,, X lt &c., s’exprimeront au moyen de la première, dont la valeur 
est 

X a — x k Yvrf * <P {x cos u ) sin 2 k “ 1 u du 


-q- x* , ’" <t /tt^ T ^ ( .Y cos u ) sin 1 u d u t 

et de ses coefficiens différentiels relatifs à .y. Cette quantité X Q sera 
donc la seule fonction arbitraire de x qui entrera dans la valeur entière 
de i, en série ordonnée suivant les puissances de t; ce qu il s agissait 
de vérifier. 

Pour exprimer d’une manière générale la valeur de X„ , convenons 
d’indiquer par la caractéristique , placée devant une fonction quel¬ 
conque A" de x, la combinaison-^-^-—■A'; pa r ^ A, «b 5 A, &c., 

la même combinaison dans laquelle on a mis successivement X, 

Hh 2 
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J Ki X , &c., à la place de X; c’est-a-dire, faisons, pour abréger, 

d 1 x _ — x = cb X, 

d V 1 X 1 


— -- S^Xz=r X , 

d X* X 1 

d»X 


d Xî 

&c. 


.*L*'X= J" X , 

x 2 


D’après cette notation , on déduira de l’équation (i i), 

X n = ^ X 0 ; 

la valeur de £ en série deviendra donc 

Z—X.-i X.-t-&c. ; 

et l’on reconnaît sans peine quelle exprime l’intégrale complète de le- 
quation (p), X q étant la fonction arbitraire. 

Cette singularité d’une série qui ne contient qu’une seule fonction 
arbitraire, et dont l’expression, sous forme finie, en contient deux, 
distinctes et. indépendantes entre elfes , méritait d’être remarquée, et 
c’est, je crois, la première fois quelle se présente dans l’analyse. 

[ I j-, ] Si l’on a k = -X -, et par conséquent m = - j , l’équa¬ 

tion (p) sera , dans ce cas, 


d l 


T = a '(-TÏ-+ iXY’ 

et son intégrale complète , déduite de celle du n.° précédent , sera 

[»•* 8] 

£ zm x 7 j 00 £ J" f [x cos'w -H- z a <t Vt ) d a ] e ~ eL ' d a. 

+ l x cos « -H 2 a et Vt ) log (x sia 1 a» ) d a J e * ‘ r/a ; 
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f et F indiquant deux fonctions arbitraires et indépendantes entre elles. 
On vérifierait, comme dans le n.° précédent, que ces deux fonctions se 
réunissent en une seule , dans le développement de cette valeur de £ 
suivant les puissances de /. 

En faisant £ =: u\/x, on aura 

du , / d* u I d u \ 

—— = a x ( ——— H--7—). 

dt \ d x* x d x J 

C'est l’équation aux différences partielles d’où dépendent les lois de la 
distribution de la chaleur dans un cylindre homogène et à base circu¬ 
laire , lorsque tous les points également éloignés de l’axe sont égale¬ 
ment échauffés. Son intégrale complète sous forme finie sera 

u £ y" * f(xc os a -H 2 a cl Vt) d J e "* 1 d cl 

■+•'***/-il r: F (x cos a -f- 2 <7 et Y t ) dcù J e “* 1 d cl 

+'/zu: F[* cos u> -t- 2 a cl V t) Iog(sin a>) d a J e “* d cl. 

Mais si l’on veut que cette valeur de u ne devienne pas infinie pour 
x —O, il faudra en faire disparaître le second terme qui a log a pour 
facteur ; ce qui exige qu’on fasse la fonction F égale à zéro, et réduit 
cette expression à 

u zz[/ */(* cos a -t- 2 a cl V1) d J e~ al d cl : 

on naura plus alors qu’une intégrale particulière de l’équation (9), qui 
suffira néanmoins pour résoudre le problème de la chaleur, comme on 
le verra dans le Mémoire suivant. 

[16.] Supposons encore que k soit un nombre entier et négatif, que 
nous désignerons par —/. En faisant k = — i et k’ — 1 -+-* > dans le second 
membre de l’équation (10) , la première série qu’il renferme ne se 
composera que d’un nombre fini de termes ; la seconde s’exprimera aussi 
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sous forme finie par le moyen d’une intégrale définie ; et cette équation 

deviendra d’abord (ji." 4 4 et I0 ]> 

, rc or . ' , a 

X J* I <J> (x+2 a<LV t X 

t d 1 <p(x-^zaaVi) 


d x 


A % d‘<p\x-i-J. a a r t ) -I A t x* dou 


-f- y-y* 00 T (x cos « H- 2 ^2 cl "//) sin 11 w J ^ » 

le terme général A n de la suite de coefïiciens A t , A a , ^ c * ’ e * ant 

i.i—i.î— 2.1—3 . i-n-hi ( 2 )" 


,4 —__ 


1.2.3 • • ’ n 


zi.zi— 1. 2 î—2.2/ — 3 -2/ —n-t-J 

Mais l’intégrale relative à co , contenue dans cette valeur de s obtient 
sous forme finie; et si l’on fait 

, d* ' 1 * ' F x 

+ x = —d 7 ^— ’ 

on aura , d’après ce eju’on a vu dans le n.° .11, 

x i+< + <* J»=c X - i [F{x+i<i«.V-') 

/ dF[x-t- zaa i/~ t ) d F [—x -h 2 aa-y/t) \ 

— F( — x-\-2actV t)-î-A t xy — x J x J 




a / d 1 F [x zaa. J t) 
d x 1 


d 1 F [—x-t-z a cl V~t) 


) 


H**) 




i / d' / r ( x-4-2Utf/r) 
</ x' 


</' F[—x-\-zaa V~ t ) 

77 - 


■)]. 


r étant une constante dont la valeur dépend de i, et A,, A„ A ,, &c., 
exprimant les mêmes coefficiens constans que dans l’autre partie de la 
valeur de 2 . Or, en faisant c[Fx-F(-*)]=/* ‘ et observant q ue 

f_~F{-x + 2a*Vi)e- % 


on en conclura 
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x * f OO [ fc /' T ' 4 / ( A ' C0S w "+- Md-Vt) siii t,+1 u da~^e da* 

■ /'CO r / \ . >1 d f{x 2aa-/~t) 

= *'"'/.oo [A* ^ 2<,<t ^*) - rf ï- L 

-t-A>x' i-Aix* ' ,/( T, 3 T ,r,> 


’4 7 


quantité dont on pourra faire abstraction dans la valeur de £, puis¬ 
qu'elle se confond évidemment avec la première partie de cette valeur. 
Nous aurons donc simplement 


Z x~ l [x 2. a <l V t) -h A, x 


d <p (x -+■ 2 a a. V~t) 


A z x x 


d l <p (x la a. yT t ) 
d x x 


.- 4 -A,> 


J .à* <P (x 


d X 

- 2 a. a Vï ) 


4 * d a 


pour l’intégrale complète de l’équation (9) dans le cas de kzzz .— /, ou 
de /// = /(/ -4- 1), c’est-à-dire, de l’équation 


d z m 

d t 



i(i+l 

x 2 


Z 


■). 


dans laquelle / est un nombre entier et positif quelconque. On verra 
dans le Mémoire suivant que cette équation se présente dans la recherche 
des lois de distribution de la chaleur dans une sphère homogène, pri¬ 
mitivement échauffée d’une manière quelconque. 

[ 17.] Si l’on veut que la valeur de £ qui satisfait à cette équation, 
ne devienne pas infinie pour *zz:o , il faudra que le produit £x l s’éva¬ 
nouisse avec v ; il faudra donc qu’on ait, quelle que soit la valeur de t, 


9 ( 2 a A ^ r ) d ^ : 


ce qui exige que l’on suppose 

X -+- (- x ) O , 

pour toutes les valeurs de x. Or, on remplira cette condition de la ma¬ 
nière la plus générale, en désignant par Fx une fonction arbitraire, 
et prenant 

Q x — F x — F[ — .v) : 
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si donc on a égard à l'équation (12) que nous venons de former*, que 
l’on comprenne ie facteur constant c dans la fonction arbitraire , et 
que l’on fasse, comme plus haut, 



la valeur précédente de z deviendra 
^ — x i+ * °° j J * \ (x cos sin lw *' u> do)~^e~ a dcL ; 

et quoiqu’elle contienne une fonction entièrement arbitraire, elle ne 
sera plus qu’une intégrale particulière, puisqu’elle résulte de l’intégrale 
complète, en y astreignant la fonction arbitraire à une condition qui 
en restreint la généralité. 

[18.] Soit enfin A = / étant toujours un nombre entier 

et positif quelconque. On aura mzrzi — , et 1 équation (9) seia 


D’après ce qu’on a vu dans le n.° 12, son intégrale complète s’expri¬ 
mera sous forme finie ; mais la valeur entière de z sera très-compliquée ; 
et , au contraire , elle se simplifiera beaucoup , si l’on en rejette la 
partie qui deviendrait infinie pour .v = o : on aura alors 


£ — x i+ \J ' 00 T -(|) (x cos tù -t- 2 cl CL Y t) sin 11 « civile ** d ce , 

<}> indiquant une fonction arbitraire. Elle coïncide évidemment, dans le 
cas de /=o , avec la valeur de z donnée pour le même cas dans le n.° 15. 

Cette dernière équation aux différences partielles est relative aux lois 
de la distribution de la chaleur dans un cylindre homogène et à base 
circulaire, primitivement échauffé d’une manière quelconque ; et quoi¬ 
que la valeur de u que nous venons d’écrire n’en soit qu’une intégrale 
particulière, elle suffira pour la détermination de ces lois, ainsi quon 
le verra dans le Mémoire suivant. 
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SECOND MÉMOIRE 

Sur la Distribution de la Chaleur dans les Corps solides ; 

Par M. POISSON. 

Lu à l'Académie des Sciences, le 3 1 Décembre 1821* 


Le Mémoire que j’ai l'honneur de présenter aujourd’hui à l Académie, 
est la suite de celui que j’ai lu à l’Institut sur le meme sujet en 1815, 
auquel j’ai fait plusieurs additions , et qui a ete rendu public au mois 
de mai dernier (*). La question qui fait l’objet de ces deux Mémoires, 
se divise naturellement en deux parties : la formation des équations 
différentielles du mouvement de la chaleur, soit à 1 intérieur, soit à la 
surface des corps solides , et la résolution complète de cés équations, 
pour en déduire, à un instant quelconque, les températures de tous les 
points du corps que l’on considère, d’après celles qu ils avaient à une 
époque déterminée. Pour former 1 équation relative aux points inté¬ 
rieurs, je suis parti de l’hypothèse que M. Laplace a proposée le premier, 
et qui consiste à faire dépendre la communication de la chaleur dans 
l’intérieur des corps solides, d’un rayonnement entre leurs particules, 
qui s’étend à des distances finies , mais imperceptibles ; en sorte que 
cette action calorifique puisse être assimilée, quelle qu’en soit la cause, 
à toutes les autres espèces d’actions moléculaires, La forme de 1 équation 

(*) Celui-ci est imprimé au commencement de ce volume; et il en a été distribué des 
exemplaires particuliers, à l’époque citée, 

XIX.‘ Cahier. I « 
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à laquelle on parvient, est subordonnée à cette hypothèse ; elle serait 
differente, par exemple, si le rayonnement intérieur s’étendait à une dis¬ 
tance sensible : dans la supposition contraire, que nous avons adoptée, 
cette équation ne dépend pas de la forme du corps ; elle dépend uni¬ 
quement de sa constitution intérieure ; et je l’ai obtenue dans le premier 
Mémoire, pour le cas d’un corps hétérogène dans lequel la conductibi¬ 
lité et la chaleur spécifique varient d’un point à un autre, suivant des 
lois quelconques. Cette équation générale coïncide, dans le cas particu¬ 
lier de l’homogénéité , avec celle que M. Fourier avait précédemment 
donnée pour le même cas. 

Relativement aux points voisins de la surface , on admet qu’indé- 
pendamment de leur rayonnement mutuel', ils émettent de la chaleur 
au dehors ; de manière que la chaleur rayonnante qui s’échappe d’un 
corps solide , ne part pas seulement de sa surface , mais elle émane 
aussi de tous les points qui en sont voisins , jusqu’à une profondeur 
imperceptible. Pour conclure de ce mode de rayonnement extérieur , 
l’équation du mouvement de la chaleur à la surface d’un corps de 
forme quelconque, j’ai supposé, dans mon premier Mémoire, que la 
température n’éprouve pas de changement brusque près de cette sur¬ 
face, c’est-à-dire, qu’à la surface même et dans l’étendue où se fait 
l’émission extérieure , la température ne diffère pas sensiblement de 
celle qui a lieu à la petite profondeur où cette émission a cessé. A la 
vérité, la loi de continuité exige que l’on passe par une gradation in¬ 
sensible , de la température du corps à celle du milieu dans lequel il 
est placé ; mais notre hypothèse n’était pas pour cela inadmissible ; car 
on peut concevoir qu’il existe en dehors du corps, dans le milieu ex¬ 
térieur , une couche d’une épaisseur aussi petite quon voudra , dans 
laquelle la température varie très-rapidement, et qui serve à lier l’une 
à l’autre les températures intérieure et extérieure. II était donc néces¬ 
saire d’examiner ce qui devait arriver dans cette hypothèse : or, il en 
résulte , comme conséquence nécessaire , une relation entre les deux 
fonctions des petites distances qui expriment la loi du rayonnement 
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intérieur et ia loi de l’émission de la chaleur au dehors, relation qui n a 
rien d’impossible en elle-même, mais qui n existerait pas en général, si 
ces deux fonctions étaient données à priori. L équation relative à la sur¬ 
face, obtenue de cette manière, ne serait démontrée que pour le cas ou 
cette relation aurait effectivement lieu ; ce qui laisserait du doute sur 
sa généralité, et sur les applications qu'on en pourrait faire. C’est pour 
cette raison que j’ai repris en entier cette question dans ce second 
Mémoire, pour la traiter sous un nouveau point de vue. 

Je regarde maintenant le corps que l’on considère comme terminé 
par une couche d’une épaisseur insensible, dans laquelle néanmoins 
ia température éprouve une variation d une giandeui sensible . cette 
couche peut d’ailleurs se prolonger au dehors dune quantité également 
insensible; de manière que la température inconnue qui répond à la 
surface même du corps, puisse différer sensiblement de celle qui a lieu 
à une distance insensible, soit au dehors, soit à 1 intérieur. Pour expli¬ 
quer plus facilement cette disposition de la chaleui aux extrémités des 
corps solides , nous pouvons ia comparer a une circonstance analogue 
qui se présente dans la théorie des tubes capillaires, dont la physique 
est redevable à M. Laplace . On sait, en effet, d’après cette théorie, que 
le plan tangent à la surface d’un liquide qui s’élève ou qui Rabaisse 
dans un tube capillaire, varie très-rapidement près des parois du tube, 
de telle sorte quelle est très-différente à ia paroi meme et à une dis¬ 
tance imperceptible : la nature de cette surface près des parois du 
tube dépend à-la-fois de ia loi de l’attraction du liquide sur lui-même, 
et de ia loi de l’attraction du tube sur le liquide, de même que les tem¬ 
pératures des points voisins de la surface d’un corps échauffe dépen¬ 
dront, dans notre nouvelle hypothèse, de la loi démission de la chaleur 
au dehors et de celle du rayonnement intérieur U une distance sensible 
de la paroi, l’équation de la surface du liquide est connue, et ne dé¬ 
pend plus des lois d’attraction ; et aussi dans l’intérieur du corps-, ia 
loi des températures est indépendante de la fonction qui exprime ia 
loi du rayonnement à petites distances entre ses molécules. 
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Léquation quii s’agissait d’obtenir, à laquelle je-suis parvenu dans 
ce second Mémoire, a la même forme que celle qui se trouve dans le 
premier ; mais elle n’est plus sujette à aucune restriction, et le sens 
réel qu’on y doit attacher, est fixé d’une manière précise : au lieu de 
s appliquer à la température des points de la surface qui reste incon¬ 
nue , et qui ne saurait non plus être donnée par l’observation , cette 
équation subsiste pour la température qui a lieu à une très-petite pro¬ 
fondeur , laquelle température est en même temps celle que l’on peut 
calculer et que l’on peut observer. 

Dans le premier Mémoire , j’ai aussi considéré la distribution de la 
chaleur dans un corps composé de deux parties de matières différentes, 
en supposant toujours, comme pour la surface extérieure, que la tem¬ 
pérature n’éprouve pas de changement brusque près de leur surfacé de 
contact. Dans celui-ci , j’examine de nouveau cette hypothèse, et je 
fais voir qu’elle entraîne des conséquences qu’on ne peut admettre, sans 
nuire à la généralité de la question. En l’abandonnant ensuite, je par¬ 
viens à deux équations relatives à la surface de contact, qui n’avaient 
pas encore été .données. Outre la conductibilité propre de la matière 
dans chacune des deux parties du corps, ces équations renferment une 
quantité qui se rapporte au passage de la chaleur de l’une de ces 
parties dans l’autre, et dont la valeur ne peut aussi se déduire que de 
l’observation : j’ai • indiqué, à la fin de ce Mémoire, les expériences et 
les -calculs qu’il faudrait faire pour déterminer cette valeur de la ma¬ 
nière qui paraît la plus susceptible d’exactitude. 

Les équations différentielles du mouvement de la chaleur étant ainsi 
établies, il faudrait, pour en faire des applications numériques, con¬ 
naître les valeurs de certains élémens quelles renferment, savoir : la 
chaleur spécifique de 4 a matière du corps, la mesure 0 * de sa conducti¬ 
bilité propre , celle du pouvoir rayonnant de sa surface pour un excès 
donné de sa température sur celle du milieu extérieur, et enfin la quan¬ 
tité relative au passage* de la chaleur d’une substance solide dans une 
autre. Il serait donc à desirer que l’expérience eût fait connaître, pour 
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un grand nombre de corps, les valeurs de ces divers élémens '/mais si 
ion excepte la chaleur spécifique, nos connaissances à l’égard des autres 
sont encore extrêmement bornées. D’un autre coté, pour que les équa¬ 
tions différentielles restent linéaires et puissent être résolues , on est 
obligé de regarder ces diverses quantités (tomme indépendantes de ia 
température ; or, I expérience a prouvé , au contraire, que ia chaleur 
spécifique et la mesure du rayonnement extérieur éprouvent de grandes 
variations dans les hautes températures ; et il est naturel de penser 
quil en est de même à l’égard de la Conductibilité. La solution des 
problèmes particuliers, fondée sur l’invariabilité de tous ces élémens , 
n est donc qu’une approximation qui sera suffisante dans le cas des tem¬ 
pératures ordinaires, mais qui pourrait induire grandement en erreur, 
lorsqu’il s’agira de températures qui viennent ^dépasser certaines limites. 

I elle est l’analyse-succincte de la partie physique de la question 
qui fait 1 objet de nos deux Mémoires. La résolution des équations dif¬ 
férentielles dans les différens cas. qu’il est possible de traiter, relative¬ 
ment à la forme du corps et à la distribution primitive de la chaleur 
entre tous ses points, n’offre plus que des problèmes de pure analysé, 
pour lesquels on peut suivre deux méthodes différentes qu’il est bon 
de comparer entre elles. 

L’une de ces méthodes est celle que j’ai suivie dans le premier 
Mémoire. Elle consiste à partir directement de l’intégrale complète sous 
forme finie, de l’équation aux différences partielles-, relative à chaque 
problème particulier. La fonction arbitraire que cette intégrale ren¬ 
ferme, représente immédiatement, du moins dans tous Tés exemples du 
premier Mémoire, la loi des températures initiales des' points du corps 
que Ion considère : dans d’autres questions plus compliquées, elle est 
implicitement liée à cette loi ; de manière qu’elle est censée détermi¬ 
née dans tous les cas, mais seulement pour toute l’étendue du corps 
dont il sagit; et elle reste, air contraire, indéterminée pour toutes les 
valeurs des variables correspondantes à des points qui tombent hors 
de cette étendue. Cette division d’une fonction arbitraire en plusieurs 
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portions qui forment comme autant de fonctions differentes , et dont 
une seule est donnée par les conditions initiales de la question , se 
retrouve dans les solutions de la plupart des problèmes de physique 
ou de mécanique dépendans des équations aux différences partielles , 
et le problème des cordes vibrantes en offre le 'plus simple et le plus 
ancien exemple. L’indétermination d’une partie de la fonction arbitraire 
est ce qui permet, dans ces différens problèmes, de satisfaire aux équa¬ 
tions qui se rapportent aux extrémités du corps ; et dans la question 
qui nous occupe actuellement ,*on parvient, au moyen de ces équations, 
par une singulière analyse , sinon à déterminer , du moins à éliminer 
en entier la partie inconnue de cette fonction ; en sorte qu’il ne reste 
que des quantités données dans l’expression des températures de tous 
les points du corps à un Instant quelconque. De plus, cette expression 
se trouve alors transformée en une série infinie d’exponentielles , dont 
les exposans ont le temps pour facteur, et sont essentiellement réels et 
négatifs , et dont les coefficiens ne dépendent pas de cette variable. 
Après un intervalle de temps plus ou moins considérable, cette série 
se réduit sensiblement à un seul terme , à celui qui contient l’expo¬ 
nentielle affectée du moindre exposant ; d’où il résulte que le temps 
continuant à croître par degrés égaux, les températures de tous les 
points du corps décroissent suivant une même progression géométrique, 
dont le rapport est indépendant de la distribution initiale de la cha¬ 
leur ; et c’est lorsque les corps primitivement échauffés d’une manière 
quelconque, sont parvenus à cet état régulier, que les physiciens com¬ 
mencent à observer les lois de leur refroidissement* 

La seconde des deux méthodes que nous voulons comparer, est, 
pour ainsi dire, l’inverse de la première. Elle consiste à représenter la 
température à un instant et en un point quelconques , par une série 
infinie d’exponentielles dont les exposans sont proportionnels au temps , 
et les coefficiens, indépendans de cette variable; qui satisfasse à l’équa¬ 
tion aux différences partielles du problème, et puisse en être regardée 
comme l’intégrale complète. On détermine sans difficulté les exposans 
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et une partie des coefficiens de cette série , au moyen des équations 
relatives aux extrémités du corps ; après quoi Ion dispose du reste des 
coefficiens pour assujettir la série à représenter les températures ini¬ 
tiales, qui sont données arbitrairement pour tous les points du corps. 
Or, pour qu’il ne reste aucun doute sur la généralité d’une telle solu¬ 
tion , il faut qu’on soit certain que la série d’exponentielles exprime, 
en effet, l’intégrale la plus générale de l’équation du problème; car, 
sans cela, 011 pourrait craindre qu’en partant d’une autre forme d’inté¬ 
grale, on ne parvînt à une autre distribution de la chaleur à un instant 
quelconque. 11 est vrai que le problème semble , par sa nature , ne 
devoir admettre qu’une seule solution; mais si cela est, il vaut mieux 
que ce soit une conséquence de la solution directe de la question , 
plutôt qu’une des données qui servent à la résoudre. Cependant l’usage 
des séries d’exponentielles pour représenter les intégrales des équations 
linéaires aux différences partielles, est d’une grande utilité dans beau¬ 
coup de problèmes de physique ou de mécanique ; il y en a même 
plusieurs qui ne se résoudraient que très-difficilement sans le secours 
d’une série de cette nature : il était donc bon d’en fixer le degré de 
généralité; et je crois y être parvenu par une considération fort simple, 
sur laquelle je me suis déjà appuyé dans d’autres recherches , et que 
j’aurai l’occasion. de rappeler dans la suite de ce Mémoire. Quant à 
la représentation des températures initiales par la série dont il est 
question , on y parvient assez simplement dans plusieurs des pro¬ 
blèmes que l’on a résolus jusqu’ici ; mais on trouvera dans ce Mé¬ 
moire , des moyens généraux et directs que je propose pour atteindre 
le même but, qui pourront s’appliquer aux cas les plus compliqués , 
et qui serviront à compléter , sous ce rapport , la méthode que nous 
examinons. La seule difficulté quelle présentera encore, c’est la néces¬ 
sité où l’on est, en suivant cette méthode, de prouver que les coeffi¬ 
ciens du temps dans les exponentielles sont tous des quantités réelles 
et négatives; ce qui est indispensable, non pas pour la solution même 
de chaque problème, mais pour qu’on puisse déduire de cette solution 
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les états successifs du corps échauffé , et particulièrement l’état final 
qui précède son refroidissement complet. Or , ces coefficiens sont les 
racines d’équations transcendantes, dont la forme varie pour les diffé- 
rens problèmes et qui sont quelquefois très-compliquées : dans tous les 
cas, on reconnaît immédiatement que leurs racines réelles ne peuvent 
être que négatives ; mais si l’on excepte les plus simples de ces équa¬ 
tions , on n’a aucun moyen de s’assurer de la réalité de toutes leurs 
racines ; et généralement les règles que les géomètres ont trouvées pour 
cet objet , ne sont point applicables aux équations transcendantes , 
comme nous le ferons voir par des exemples. Ainsi , à cet égard , la 
seconde des deux méthodes que nous examinons, est moins complète 
que la première , à laquelle cette difficulté est tout-à-fait étrangère. 

Les problèmes particuliers que j’avais choisis pour exemples dans 
mon premier Mémoire, étaient les plus simples que présente la théorie 
de la chaleur : ils se réduisaient réellement tous au cas d’une simple 
barre , échauffée d’une manière quelconque , auquel on ramène sans 
difficulté le cas d’une sphère qui a la même température dans tous ses 
points également éloignés du centre, et dont on étend la solution au 
cas d’un parallélépipède rectangle quelconque , en considérant successi¬ 
vement, et indépendamment l’une de l’autre, les trois dimensions de ce 
corps. Mais j’annonçais, en terminant le préambule de ce Mémoire, 
que j’essaierais par la suite d’étendre ce genre de recherches à d’autres 
questions d’un ordre plus élevé : ces questions soht celles dont je me 
suis occupé dans mon nouveau Mémoire. 

Le principal problème dont il renferme la solution complète , est- 
relatif à la distribution de la chaleur dans une sphère homogène, pri¬ 
mitivement échauffée d’une manière entièrement arbitraire ; et quoique 
cette question ait été traitée avant moi par M. Laplacé (*), on ne trou¬ 
vera pas sans doute superflu que cet important problème soit résolu de 


(*) Connaissance des temps t année 1823. 
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deux manières différentes. D’ailleurs, la méthode que j ai sui\ie a la 
vantage de s’appliquer en même temps au cas dun cylindre homogène, 
à base circulaire, dans lequel la distribution initiale de la chaleui est 
aussi tout-à-fait arbitraire; problème dont on ne s'était point encore 
occupé, et qui sera résolu par les memes formules que celles qui ton 
ferment la solution du problème relatif a la sphere. 

Afin de pouvoir appliquer cette dernière solution aux températures 
du sphéroïde terrestre, abstraction faite toutefois de la non - homogé¬ 
néité de ses couches, il a fallu supposer que la température du milieu 
extérieur varie, non - seulement avec le temps, mais aussi d’un, point 
à un autre de la surface. Or cette sorte de variation présente deux- 
cas qu’il importe de bien distinguer : 

La température extérieure change avec la latitude; mais on 
trouve qu’à raison de la grandeur du rayôn terrestre . cette variation 
n’a pas d’influence sensible sur la loi des températures dans le sens 
de la profondeur, pourvu du moins que la distance à la surface soit 
très-petite par rapport au rayon , ainsi que cela anive.à toutes les pro 
fondeurs où les observations peuvent se faire. Cette remarque est due 
à M. Laplace ; et sur ce point je n’ai fait que confirmer le résultat de 
son analyse, en montrant aussi que cette variation de chaleur dépen¬ 
dante de la latitude n’influe pas non plus sur la loi du décroissement 
des inégalités périodiques diurnes ou annuelles , ni sur 1 instant de leur 
maximum, à diverses profondeurs. 

2.° La température extérieure varie encore par des circonstances lo¬ 
cales, de telle sorte quelle s’élève quelquefois à des degrés très-diffé- 
rens, dans des lieux qui ne sont séparés que par de petites distances : 
or , cette autre espèce de variation influe sur la loi des températures 
intérieures ; et il en résulte que la chaleur qui existe à une pro on eut 
déterminée, ne dépend pas uniquement de celle qui a lieu à la sur ace 
sur la même verticale ; elle dépend aussi des température, des points 
circonvoisins, jusqu’à des distances plus grandes que cette meme pro- 
XIX.’ Cahier. Kk 
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fondeur. On trouvera, dans mon Mémoire, une formule pour calculer 
le degré de chaleur qui doit avoir lieu à une distance donnée au-dessous 
de la surface de la terre , d’après les températures des points de cette 
surface, fournies par l’observation. 

Ces résultats se rapportent à l’état permanent du sphéroïde terrestre, 
déterminé par les causes qui agissent constamment à sa surface, et indé¬ 
pendant de sa chaleur primitive. Mais j’ai aussi considéré l’état final 
d’une sphère homogène d’un très-grand rayon, qui précède immédia¬ 
tement son état permanent, et dans lequel on verra que les tempéra¬ 
tures de tous les points également éloignés du centre , sont devenues 
égales entre elles, et proportionnelles à la moyenne de leurs grandeurs 
initiales ; de manière que l’inégalité de température subsistera encore 
dans le sens du rayon , à une époque où elle aura entièrement disparu 
dans tout autre sens. 

Le dernier paragraphe de ce Mémoire est relatif à la distribution de 
la chaleur dans une sphère composée de deux parties de matières diffé¬ 
rentes. J’ai choisi ce problème pour donner un exemple de l’usage des 
nouvelles équations que j’ai annoncées plus haut, et qui se 1 apportent au 
passage de la chaleur d’une partie d’un corps dans un autre. Il m’a aussi 
fourni l’occasion de faire quelques remarques sur le refroidissement des 
corps solides recouverts par une couche très-mince d’une matière dif¬ 
férente de la leur , et sur celui des liquides contenus dans des vases 
d’une très - petite épaisseur : je les soumets aux physiciens*; elles mon¬ 
trent, ce me semble, l’imperfection de la méthode que l’on a suivie 
quelquefois pour comparer les chaleurs spécifiques de différens corps, 
d’après les vitesses de leurs refroidissemens. 
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§. I. er 

Équation différentielle du Mouvement de la Chaleur à la surface 
d'un Corps solide de forme quelconque . 

[ I.] Dans le n.° 4 6 du premier Mémoire, nous avons calculé la 
quantité de chaleur que reçoit à chaque instant un point du corps situé 
dans son intérieur, à une distance de sa surface plus grande que celle 
à laquelle s’étend le rayonnement mutuel de ses molécules ; dans le 
n.° 51 et les suivans, nous avons calculé cette même quantité pour le 
cas où il s’agit, au contraire , d’un-point très-voisin de la suiface, mais 
nous supposions alors que la température n éprouvait aucun changement 
brusque près de la surface : maintenant, nous allons reprendre ce der¬ 
nier calcul, en admettant, comme il a ete dit plus haut, que la tempé¬ 
rature puisse varier très-rapidement dans 1 épaisseur extrêmement petite 
de la couche qui termine le corps, et dont les points emettent de la 
chaleur au dehors ; en sorte qu’au même instant cette quantité soit très- 
différente à la surface même et à l’autre extrémité de cette couche. 

Soit donc M un de ces points très-voisins de la surface ; soit M' 
un second point très-rapproché de M ; désignons , au bout du temps 
quelconque t, par /a et fÀ les températures qui ont lieu en Ai et Ai 
représentons par dv et dv les élémens de volume qui repondent a ces 
points , par s' leur distance mutuelle , et par fs . une fonction qui 
devienne insensible ou nulle pour toute valeur sensible de la variable s : 
la quantité de chaleur envoyée dans l’instant dt, par le point Ai au 
point M, sera représentée, comme dans le premier Mémoiie, pai le 
produit ( \a '— [A )f s dv dv dt t et par conséquent la quantité totale 
de chaleur que le point M reçoit, dans cet instant, de tous les points 
du corps qui l’environnent, sera exprimée par dv dt f /*)/•* dv ; 

l’intégrale étant prise dans des limites convenables, que nous allons 
déterminer. 
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Abaissons du point M une perpendiculaire sur la surface du corps, 
qui la rencontre en un point que nous indiquerons par E; soit r la 
grandeur de la droite ME, qu’on suppose très-petite; par le point E, 
menons un plan tangent à la surface ; dans ce plan et par le même 
point , menons arbitrairement une droite fixe ; désignons par r' la 
perpendiculaire abaissée de M' sur ce plan , par s la droite qui 
joint le pied de cette perpendiculaire et le point E, et par cl l’angle 
que fait la ligne s avec la droite fixe : de cette manière, nous aurons 

/* = j 4 -+- (r' — r) x , dv' = s ci s dr d cl. 

De plus, si le point M' était à ia surface du corps , on tirerait de 
l’équation de cette surface une valeur de r qui serait du second ordre 
par rapport à s, et que nous représenterons par r —ps z , p étant une 
fonction de s et oc, qui ne devient pas infinie pour jirzo. Cela étant, 
lintégrale f [p! — p,)/s dv devra être prise, d’abord depuis r = p s x 
jusqu a r' = oo, et ensuite depuis ct = o, s = o , jusqu’à cc — itt , 
s — oa; 7r indiquant à l’ordinaire le rapport de la circonférence au 
diamètre : on étend cette intégrale jusqu’à rzmoo et jrzoc , par 1a 
propriété de la fonction fs' de devenir tout-à-fait insensible dès que s 
a acquis une valeur sensible. 

Soient encore x ' et y' les deux coordonnées rectangulaires du pied 
de r , rapportées au point E comme origine, et telles que l’on ait 

x ' zzz s cos cl , y '.’zzz. s sin ce ; 

p*' sera une fonction de x', y' et r' qui- variera très - rapidement par 
rapport à r' ; pour cette raison on ne pourra pas la développer suivant 
les puissances de cette variable ; mais la même circonstance n’ayant 
pas lieu à legard des deux autres variables, son développement suivant 
les puissances de x' et y sera permis, et l’on aura, en série très-con¬ 
vergente , 

fA.' — -h qx‘ -+- q'y' -+. & c . ; 
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les coefficiens q, q, & c., étant, ainsi que le premier terme ^r', des 
fonctions inconnues de r . Au point M, on aura = ju* \ r = r , 
x zr: o , y o , et par conséquent /x, = -sj/r. 

Maintenant, si Ion néglige les termes qui ont la troisième puis¬ 
sance de s pour facteur, avant l’intégration relative à cette variable, on 
pourra intégrer par rapport à r , depuis r ; z= o jusqu a /rroo ; en¬ 
suite l’intégration relative à et s’effectuera immédiatement ; elle fera 
disparaître 1&termes dépendans de q et q , et il viendra 

/(/x/— /x,)/V dv — x 7T °° °° (4 /r '- \ r) f s .sds dr'. 

[2.] En comparant, d’après ce résultat, la quantité de chaleur que 
le point A 4 reçoit dans f instant dt, à celle que l’on a déterminée 
dans le'premier Mémoire, et qu’il recevrait à chaque instant s’il était 
situé à une distance sensible de la surface , on voit que la première 
est très-grande et comme infinie par rapport à la seconde, celle-ci 

ayant pour facteur l’intégrale J' °° js . j* ds , quantité négligeable par 

rapport à la double intégrale précédente. Il est donc nécessaire que 
cette quantité de chaleur soit compensée par celle que le point A 4 émet 
au dehors dans le même instant dt , sans quoi les variations de tem¬ 
pérature qui auraient lieu en ce point, seraient extrêmement rapides 
par rapport à celles que l’on observe à l’intérieur ; d’où il résulterait 
près de la surface, après un très-petit intervalle de temps, des degrés 
de chaleur ou de froid qui seraient presque infinis , ce que nous re¬ 
garderons comme impossible. Ainsi la quantité de chaleur que nous 
venons de calculer pour le point A 4 , doit être égalée à la totalité de 
la chaleur qu’il émet au dehors , et qui traverse la surface dans toutes 
les directions, pendant l’instant dt. 

Or , la chaleur émise au dehors ne provenant que des points du 
corps qui sont très-voisins de sa surface, celle qui répond au point M 
doit être une fonction de r qui s’évanouit quand cette variable n’est 
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plus très-petite. Nous supposons, de plus, que cette quantité de chaleur 
augmente ou diminue dans le même rapport que la température du 
point M; par conséquent, nous la représenterons par R ( 4 sr—Qdvdt, 
R étant une telle fonction de r, et Ç une quantité indépendante de cette 
température, que nous regarderons aussi comme indépendante de r. 
Nous entrerons plus bas [n.° 12] dans quelques détails sur cette quan¬ 
tité quant à présent, il nous suffit de dire, pour fixer les idées , 
qu’elle exprime la température qui devrait avoir lieu près*de la surface 
du corps, pour que l’émission de la chaleur au dehors fût égale à zéro, 
ou mieux, pour que la quantité inconnue de chaleur qui part des points 
voisins de cette surface pour se répandre au dehors, fût égale à celle 
qui vient du dehors et est absorbée par ces memes points. 

Cela posé, en supprimant le facteur dv dt, commun aux deux quan¬ 
tités qui doivent être égales, nous aurons 

2 ( 4 /// - 1 ,r)f s .sds dr' R — Ç) ; (a) 

équation qui aura lieu pour toutes les valeurs de r positives et très- 
petites, et qui s’évanouira, comme on peut le vérifier, dès que cette 
variable aura acquis une grandeur sensible. 

[3.] Cette équation existerait également si la température n’éprou¬ 
vait pas de changement brusque près de la surface du corps. Alors on 
pourrait développer ^r' suivant les puissances de r —r ; en s’arrêtant 
à la première puissance, on aurait 

\r' = + — r)-, 

au moyen de quoi, cette équation deviendrait 

z ^JSl.f o X f o CO / /.(r'-r)sdsdr' = R(^r~Q. 

Si l’on partage l’intégrale relative à r en deux autres , l’une prise 
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depuis r — 0 jusqu’à r' — r , l’autre depuis r' — r jusqu’à r = 00; 
que Ion fasse r— r'— x dans la première, et r'—r=.x dans la 
seconde; on aura, dans les deux cas, /* — et ensuite 

f o r fs'.(n' — r)dr' = —f* ”fs'.xdx , 

JÏ° O fs'.(r' — r)Jr'.='/ o 0O fs'.x dx ; 
d’où il résulte 

f™fs'.(r-r)dr‘=f~fs'.xdx, 
et par conséquent, 

2 ™ -^IT-f, 00 [/r™ f* - x dx ) sds — R{\r — Ç). 

Or, les quantités -\,r — Ç et -jy- ne variant pas sensiblement 
pour de très-petites valeurs de r, il faudrait qu’il en fût de même , en 
vertu de cette équation, à l’cgard du rapport te fs' .xdx)sds 

à R; ce qui établirait une dépendance particulière entre la fonction R et 
la fonction désignée parla caractéristique/, c’est-à-dire, entre la loi de 
l’émission au dehors et celle du rayonnement intérieur ; et c’est pour 
cette raison, ainsi qu’on l’a expliqué dans le préambule de ce Mémoire, 
que nous devons rejeter l’hypothèse d’une température sensiblement 
invariable près de la surface du corps. 

En multipliant 1 équation précédente par dr, intégrant ensuite ses 
deux membres par rapport a r, et considérant dans cette intégration 
les quantités Ç et —comme des constantes, on obtiendrait, 

comme dans le premier Mémoire , l’équation relative au mouvement 
de la chaleur à la surface ; mais de cette manière, elle ne serait démon¬ 
trée que pour le cas particulier où la dépendance dont nous venons de 
parler aurait effectivement lieu. 


264 PHYSIQUE 

{ 4 .] Si la forme des fonctions R et f était connue, l’équation (a) 
servirait à déterminer ia forme de la fonction ^ » 011 ^ es tem ” 

pératures, à une instant quelconque, dans l’épaisseur de la couche su¬ 
perficielle qui émet la chaleur au dehors. A la vérité, ^ r est censt ^ e 
donnée arbitrairement à l’origine : cette équation ne subsiste donc pas, 
en général, dans les premiers instans où le corps commence à rayonner ; 
mais, à raison des grandes variations de température qui ont lieu près 
de la surface tant que cette équation n’existe pas, on peut supposeï 
quelle s’établit très-promptement, et dans un intervalle de temps dont 
nous ferons abstraction , sans crainte d’erreur sensible. Ces deux fonc¬ 
tions R et f n’étant pas données, la valeur de ^ r à un instant quel¬ 
conque reste également inconnue ; néanmoins 011 déduit de lequation (a) 
une relation , dont nous verrons bientôt l’utilité, entre la température 
intérieure du corps et celle qui subsiste au même instant près de sa 
surface. 

En effet, soit u la température qui a lieu sur la normal e-E M, à 
une distance très-petite de la surface, mais cependant hors de la couche 
qui émet la chaleur au dehors ; pour une valeur de r, un tant soit peu 
plus grande que l’épaisseur de cette couche, on aura \r = u, er pour 
une valeur quelconque de cette variable, on pourra faire 
• 4 ' t u H— ( u — ^ r ; 

la fonction <pr étant nulle dès que l’on donne à la variable r une 
grandeur sensible. On aura en même temps 

\r =zu-*-{u — OQ r ' ! 

substituant ces valeurs dans l’équation (a) , et supprimant ensuite le 
facteur h—Ç, constant et commun aux deux membres, il vient 

2 (P ''- sdsdr = (i-f- 0 r)/?. (b) 

Or, l’expression de $ r, déterminée par cette équation, ne saurait évi¬ 
demment dépendre de u, puisque, par hypothèse, les fonctions R et fs 
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sont indépendantes de cette température : il s’ensuit que , passé les 
premiers momens du refroidissement d’un corps, la température près 
de la surface varie constamment dans le même rapport que celle qui 
a lieu à une profondeur sensible , et l’on voit aussi que le rapport de 
\r—u à u— £, ou la quantité <pr, ne dépendra ni de la forme du corps, 
ni de la distribution de la chaleur dans son intérieur, puisque ni l’une, 
ni l’autre n’influent sur l’équation (b). 

Voilà tout ce qu’on peut connaître sur les températures des points 
voisins de la surface qui émettent de la chaleur au dehors ; mais on 
va voir que cela suffit pour parvenir à former l’équation différentielle 
qui fait l’objet principal de ce §. 

[5.] Pour cela, appelons a l’élément de la surface qui répond au 
point EI sur o >, comme base, élevons dans l’intérieur du cprps un 
prisme normal à cette surface ; par son extrémité intérieure, que nous 
appellerons E', menons un plan parallèle au plan tangent en E, et 
désignons par h la distance comprise entre ces deux plans, qui est 
aussi la hauteur du prisme normal. Nous supposerons cette hauteur 
extrêmement petite, mais pourtant assez grande pour qu’aucun des points 
appartenant à la couche qui émet de la chaleur au dehors, ne puisse 
agir sur le point E'. La quantité de chaleur que le prisme acquerra 
pendant l’instant dt , sera composée de celle qui lui viendra de l’inté¬ 
rieur du corps , augmentée de celle qui pourra lui être communiquée 
par la tranche superficielle, dont l’épaisseur est h, et à laquelle il ap¬ 
partient, et diminuée de la quantité totale de chaleur qu’il émettra au 
dehors; appelant donc respectivement Uudt, Qcedt et Pudt, ces 
trois quantités, cet accroissement de chaleur sera exprimé par (U-*-Q 
— P)cù dt : or, le volume de ce prisme étant hoc, pour qu’il nat¬ 
teigne pas, après un temps fini , à un degré de chaleur ou de froid 
que nous avons regardé comme impossible [ n.° 1 ] » d faut que le 
coefficient de odt , dans cette expression, soit du même ordre de peti- 
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tesse que la hauteur h ; donc, en négligeant les quantités de cet ordre, 
nous aurons 


U -+- Q — P. 

Ainsi , nous allons calculer successivement les trois quantités qui 
entrent dans cette équation ; et en y substituant leurs valeurs , nous 
aurons l’équation différentielle qu’il s’agit d’obtenir. On y parviendrait 
également en multipliant 1 équation (b) par dt, et intégrant ensuite ses 
deux membres depuis r=o jusqu’à r = oo; mais la marche que nous 
suivons , et qui ne diffère pas essentiellement de cette intégration , 
donne lieu néanmoins à quelques développerons qui ne seront pas sans 
utilité. 

[6.] Commençons donc par la valeur de U ; et, pour la déterminer, 
soit a la température qui a lieu en E' au bout du temps t; désignons 
par x, y, £, les trois coordonnées rectangulaires de E', et supposons 
l’axe des z parallèle à la normale £ 7 s', et dirigé, comme cette droite, 
dans l’intérieur du corps; soient ensuite x-h-x ', y-\-y ; z~h Z> les 
coordonnées rapportées aux mêmes axes, d’un point m pris dans l’in¬ 
térieur du corps et très-voisin de E' : la température relative à ce 
point se déduira de u, en y faisant croître x, y, z, de x, y, {, et f 0 n 
pourra développer sa valeur en série très-convergente suivant les puis¬ 
sances de ces accroissemens, puisque les points E' et m' n’appartien¬ 
nent ni l’un ni l’autre à la couche qui émet de la chaleur au dehors; 
par conséquent la température au point m , sera exprimée par 


d U 

TT 


d U r 

-ijy 


d u 


&C. 


Représentons encore par q la distance mE' d’un point m , pris sur l’axe 
EE du prisme, au point E , de sorte que x,y et z —soient les trois 
coordonnées de ce point m : pour qu’il puisse recevoir de la chaleur 
de la partie intérieure du corps , dont nous considérons actuellement 
l’action sur le prisme, il faudra qu'il soit très-rapproché de E\ et qu’il 
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ne fasse pas partie de la couche qui émet de la chaleur au dehors ; 
1 expression de sa température pourra donc aussi se développer suivant 
les puissances de q , et l’on aura, pour sa valeur, 

du 0 

U — —j q -f- &c. 
d z J 

Donc, en négligeant les quantités du second ordre par rapport à x', 
y' > Z et q> l’excès de la température de m' sur celle de m, sera ex¬ 
primé par 


du., x , 

TT (Z ■+• 


d U 

d y 


Par conséquent, si l'on désigne par s' la distance mutuelle de ces deux 
points; par /s, comme précédemment, la fonction qui exprime la loi 
du rayonnement intérieur ; par dv' , l’élément de volume correspondant 
au point m ; et si l’on observe que l’élément du prisme qui répond au 
point m, peut être exprimé par udq, on aura 


[77 


d u 
d x 


TJ /]/* .odqdv' dt, 


pour la quantité de chaleur envoyée, pendant l’instant dt , par le point 
m au point m. On en conclura la totalité delà chaleur que ce dernier 
point reçoit de l’intérieur du corps , en intégrant cette formule , et 
étendant l’intégrale à tous les poirKs m qui peuvent agir sur m ; inté¬ 
grant ensuite depuis q’zzz o jusqu’à q = oo , on aura la quantité de 
chaleur reçue de l’intérieur du corps par le prisme que nous consi¬ 
dérons, ou la valeur de Uudt. 

Si l’on désigne par s la distance de m à la normale EE' ; par et, 

1 angle compris entre le plan mené par ce point et cette droite, et un 
plan fixe mené arbitraitement par cette même droite, on aura 

s * ^ s* -H (y "+* z) 1 t dv' s ds d z d cl. 

L intégrale relative à et devra être prise depuis a —~ n jusqu’à cl — ? 77 ; 
elle s'effectuera immédiatement, et fera disparaître les termes dépendans 

LI 2 
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de et ; les intégrales relatives à i et à j pourront s’étendre , 

comme celfe qui se rapporte à q , depuis zéro jusqu a l’infini ; par con¬ 
séquent, on aura 

U<*dt=i-K<*dt {<1+Ï)fs .sdsdi dq. 

On a mis entre deux parenthèses la différence partielle pour 

rappeler quelle sé rapporte à une direction particulière de l’axe des £, 
savoir, à la direction E E', normale au point E. 

[7.] Après plusieurs transformations, cette intégrale triple se réduit 
à une intégrale simple. En substituant d’abord la variable / à z , on 
aura s ds = [q-^Z \dz ; soit, en outre, q z -+-s x = q' t \ il viendra 

où l'on a fait, pour un moment, 

fs .s ds' = Q'. 

Substituant ensuite la variable q' à s, nous aurons q' dq r z=zsds ; et 
il en résultera 

u —, ivr (4f)/.°° (/r q ' * j ‘> i ) **• 

L’intégration par parties donne 

à la limite q— 00 , le terme compris hors du signe f s’évanouit; on a 
d’ailleurs dQ ' = —fq .q dq ; on aura donc 


f-Q'qdq'^—^ff^fs'.s'ds' + d-f-fq'.q'ldq'. 
On obtiendra encore, par de nouvelles intégrations par parties, 
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f7 (17 fS ' ■ J ** ) q ' dq = Tfo°° Jq ' q ' d<1 ’ 

[7 (J7f q '' q J dq ) dq —S7 fq ■ q “ dq; 

d’où Ion conclut 

et en faisant ensuite 

~f7f q - q * dq - k / 

011 aura définitivement 



La quantité k représentera ici, comme dans le premier Mémoire 
[n.° 46], la mesure de la conductibilité de la matière dont le corps 
est formé ; et s’il s’agit d’un corps hétérogène, cette mesure se rappor¬ 
tera au point E[ que ion considère. 

[8.] Pour calculer la quantité de chaleur que le prisme entier reçoit 
de la couche superficielle dont il fait partie et dont la hauteur est h, 
nous conserverons toutes les notations du n.° i. cr ; observant, en outre, 
que ion a dv = a>dr , pour l’élément du prisme qui répond au point 
M , situé à la distance r de la surface , et que l’on a représenté cette 
quantité de chaleur par Qudt, nous aurons 

Qoàdt-=. l'K cù dij 00 J * 0 .dr dr^sds. 

Or, l’intégrale double relative à r et r' se composera délemens qui 
sont deux à deux égaux et de signes contraires: elle sera donc nulle; 
par suite, la quantité demandée le sera aussi, et l’on aura (2 — °* Si 
la matière du corps n’était pas homogène, fs' contiendrait r et r indé¬ 
pendamment de s ; mais cette fonction serait symétrique par rapport 
à r' et r, et l’intégrale double serait encore identiquement nulle. La 
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quantité Q ne serait cependant plus rigoureusement égale à zéro , si 
ion eût conservé, dans le développement de //,' du n.° i. er , les puissances 
de s supérieures à la première; mais les termes qui en résulteraient 
pour la valeur de Q, dépendraient de puissances de s plus élevées que 
celles dont dépend la valeur de U, et conséquemment ils devraient 
être supprimés dans la somme UQ, qui forme le premier membre 
de l’équation du n.° 5 , laquelle deviendra simplement 



[9.] Il ne reste donc plus qu’à déterminer la valeur de P ; or on a 
représenté précédemment par /?(^r—Ç) dv dt, la quantité de cha¬ 
leur émise au dehors pendant l’instant dt, par l’élément quelconque dv, 
situé à la distance r de la surface ; il suffira donc d’y substituer pour dv, 
l’élément codr d u prisme normal, et d’intégrer ensuite depuis rz=z o 
jusqu’à r—OO : cette intégration donnera la quantité de chaleur qui 
provient du prisme entier, ou la valeur de Pcùdt ; supprimant donc le 
facteur a)dt, on aura 

P — /* (4 r — QRdr. 

Substituant pour 4 »" sa valeur trouvée plus haut [n.° 4 ]. et observant 
que u et £ sont des quantités indépendantes de r, il vient 
P = y («r—Ç). 
en faisant, pour abréger, 

/°° R ( i -I- <pr) dr = y. 

La valeur de ce coefficient y ne pourra être calculée d’après cette 
formule, puisque la forme des fonctions R et <pr n’est pas connue; il 
faudra donc qu.e cette valeur soit donnée directement dans chaque cas 
particulier,- et elle pourra être une fonction du temps et des coordon¬ 
nées du point E de la surface, auquel elle se rapportera. 

[ I O.] Au moyen de cette valeur P, nous aurons maintenant 
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* (4f) = v'(«- O, 

Cette équation aura lieu pour tous les points du corps situés à une 
distance insensible de sa surface ; mais quand la température des points 
intérieurs aura été déterminée en fonction de leurs coordonnées , on 
pourra substituer, dans son expression , les coordonnées d’un point de 
la surface même, au lieu de celles d’un point qui en soit extrêmement 
voisin : la valeur de u, résultant de cette substitution, satisfera encore 
sans erreur sensible à 1 équation précédente ; c’est pourquoi nous l’ap¬ 
pellerons, comme dans le premier Mémoire, l’équation relative à la 
surface rayonnante d’un corps de forme quelconque, quoique réelle¬ 
ment elle ne convienne pas aux températures des points de la surface 
même, lesquelles sont inconnues et différentes de celles des points in- 
tcrieuis. Au leste, la température que donne 1 expérience et que l’on 
prend pour celle de la surface n’a aussi lieu qu’à une petite profondeur; 
car, quelque petite et quelque peu enfoncée que soit la boule du ther¬ 
momètre que l’on emploie à cette observation, elle dépasse de beaucoup 
la couche superficielle qui émet la chaleur au dehors; et la température 
que lon’observe est précisément celle que nous avons représentée par u, 
ou du moins elle s’en rapprochera d’autant plus que la boule du, ther¬ 
momètre sera plus petite et moins éloignée de la surface. 

Pour les usages que l’on fera de l’équation précédente, il est néces¬ 
saire de transformer la différence partielle » et de l’exprimer par 

d autres différences qui se rapportent à des coordonnées de direction 
entièrement arbitraire. Or, si l’on désigne par A, à', à", les cosinus 
des angles que fait la normale EL' menée au point E et dirigée dans 
lintéiieur du corps, avec trois axes rectangulaires quelconques que 

l’on prendra pour ceux des x,y, z , et si l’on observe que sup¬ 

pose l’axe des z dirigé suivant cette partie de la normale , on aura , 
comme dans le n.° 57 du premier Mémoire , 


et dans chaque cas particulier, les valeurs de A, à', à" seront données 
en fonction de x, y, £, d’après i équation de la surface du corps. 
L’équation relative à cette surface rayonnante deviendra donc 


J / du r du „ d U \ . y V 

^{ a -7T h - a + x = 


( r ) 


Elle a la même forme que celle du n.° 58 du premier Mémoire, et Ton 
en fera le même usage dans la résolution des problèmes, Mais le sens 
véritable de cette équation est maintenant mieux fixé ; elle ne dépend 
d’aucune relacion particulière entre la loi du rayonnement intérieur et 
celle de l’émission de la chaleur au dehors ; et l’analyse qui nous y a 
conduits a toute la rigueur et toute la généralité que l’on doit exiger. 

[il.] La quantité de chaleur émise ati dehors par le prisme normal 
élevé sur l’élément « de la surface , et celle qui traverse cet élément 
dans toutes les directions, sont égales entre elles ; on peut s’en assurer 
en effectuant les intégrations qui donnent les valeurs de ces deux quan¬ 
tités ; mais on y parvient encore plus simplement par la construction 
suivante. 

Joignons le point E auquel répond l’élément «, et le point quel¬ 
conque M' assez voisin de la surface pour émettre de Ja chaleur au 
dehors; par le point M', menons une parallèle au plan tangent en E, 
-qui coupe la normale E E' en un point M; et par celui-ci, menons 
une parallèle MF à la droite M' E , qui aboutisse à la surface en F. 
Ce point F, à cause de l’extrêine petitesse de la distance E F, pourra 
aussi être regardé comme appartenant au pian tangent en E, et, par 
conséquent, la figure EF MM' pourra être prise pour un parallélo¬ 
gramme. Cela étantconcevons au point F un élément u de la sur¬ 
face, égal à a» ; la quantité de chaleur émise au dehors par le point M' , 
et traversant l'élément sera évidemment égale à celle qui traverse 
(ji ' et qui provient du point M ,* la chaleur emise par un element 


MATHÉMATIQUE. 273 

quelconque du corps à travers lelément u de la surface, peut donc 
être remplacée par la chaleur émise dans la même direction par un élé¬ 
ment du prisme normal, et réciproquement ; par conséquent, la quan¬ 
tité de chaleur qui traverse à chaque instant l’élément u dans toutes 
les directions , est égale à celle qui est émise au dehors par le prisme 
entier, et que nous avons représentée plus haut par Pçodt. 

Il résulte de là que le produit y(u — Ç) ccdt , qu’on a trouvé pour 
la valeur de Pudt , exprimera aussi la quantité de chaleur qui tra¬ 
verse à chaque instant l’élément cù de la surface ; en sorte que le 
coefficient y conservera la même signification qu’il avait dans le premier 
Mémoire [n.° 5 6]. 

[12.] Dans les applications particulières, il est nécessaire de dis¬ 
tinguer en deux parties la chaleur que le corps perd à chaque instant 
par chaque élément de sa surface : on a toujours 

y (u — Ç) oùdt zzz y' (u —-Ç / ) cùdt H- y" ( u—) U dt ; 

et ce sont les deux coefficiens y' et y" , et les deux températures £ 
et ", tous quatre indépendans de u, qui sont immédiatement donnés 
dans chaque cas. * ^ 

JL’une de ces deux parties , la première, par exemple, est la chaleur 
enlevée au corps par le fluide qui est en contact à chaque instant avec 
l’élément a>. Le cas des températures très-élevées étant toujours exclu 
de nos calculs, cette partie est proportionnelle à l’excès k —Ç' de la 
température du corps sur celle du fluide; l’une et l’autre étant prises 
aussi près qu’il est possible de la surface de contact. Il paraîtrait, d après 
des expériences récentes, que le coefficient y' , contenu dans cette 
partie, serait indépendant de la nature de cette surface, c'est-à-dire, 
de sa coloration et de son degré de poli, et qu’il ne dépendrait que de 
la nature et *de la force élastique du gaz dans lequel le corps est placé (*). 

(*) Mémoire de MM. Petit et Dulong, XVIII.* Cahier de ce journal, page 268. 

XIX 7 Cahier. Mm 
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L’autre partie est la différence des quantités inconnues de chaleur 
rayonnante qui traversent l'élément w dans toutes les directions , et 
qui sont émises et absorbées pendant l’instant dt , par les points du corps 
voisins de sa surface. Lorsque le corps est contenu dans une enceinte 
solide, fermée de toute part, et remplie d’air ou d’un gaz quelconque, 
le coefficient y , relatif à cette seconde partie , ne dépend ni de la 
nature du gaz, ni de celle des différentes parties de l'enceinte, pourvu 
toutefois que l’on fasse abstraction de la portion de chaleur émanée 
du corps et réfléchie par les parois de l’enceinte# qui vient retomber 
sur le corps même, laquelle portion de chaleur est, en général, très- 
peu considérable, si les dimensions du corps sont très-petites par rap¬ 
port à celles de l’enceinte. Ce coefficient ne dépend que de la nature 
de la surface du corps ; il est proprement la mesure de son pou¬ 
voir rayonnant, et conséquemment il variera d’un point cà un autre, 
si la surface n’a *pas en tous ses points le même degré de poli et la 
même coloration. La température Ç" est celle de l’enceinte, quand 
celle-ci est par-tout la même : dans le cas contraire, Ç" dépend de la 
forme de l’enceinte, de la température et de la faculté rayonnante de 
ses différentes parties ; et la température du fluide contenu entre le 
corps et l’enceinte , influe sur sa valeur , qui varie dans ce cas pour 
les différens points dç [a surface, et doit être une fonction donnée de 
leurs coordonnées. 

Si le corps, au lieu d’être contenu dans une enceinte fermée de toute 
part , est exposé à l’air libre , l’échange de chaleur entre ses points 
voisins de la surface et ceux du fluide extérieur , s'étendra jusqu’aux 
limites de l’atmosphère: malgré leur extrême ténuité, les couches at¬ 
mosphériques les plus élevées pourront encore avoir une influence sen¬ 
sible sur la valeur de Ç", à cause que leurs températures doivent être 
extrêmement basses. On n’a pas les données nécessaires pour calculer 
à priori , la quantité de chaleur que le corps reçoit de l’atmosphère 
entière, non plus que pour décider si toute la chaleur quil émet 
au dehors , est absorbée en entier par ce fluide, ou si une portion le 


MATHÉMATIQUE. 2 7 S 

traverse et se répand dans l’espace planétaire ; nops représenterons 
néanmoins par y"(u — ^")udt l’excès de la chaleur rayonnante que 
le corps émet, sur celle qu’il reçoit, dans 1 instant dt, par 1 çlement w 
de sa surface : y" étant toujours une quantité qui ne dépend que de la 
nature de la surface , et la même que si le corps était contenu dans 
une enceinte fermée ; et Ç" désignant une température inconnue, qui 
changera avec la température et la. constitution des couches atmosphé¬ 
riques ; en sorte qu’elle variera même d un point à un autre de i& 
surface du corps , quelque petit qu’il soit , si i état de 1 atmosphère 
n’est pas le même dans toutes les directions autour de lui. 

Observons encore que quand on appliquera à la terre les formules 
générales de la théorie de la chaleur , il faudra comprendre dans la 
chaleur absorbée par les points voisins de la surface, celle qui lui est 
envoyée par le soleil aux différens instans du jour et qui n’est pas ré¬ 
fléchie par elle. La chaleur solaire influant aussi sur la température de 
l’air,‘les valeurs de Ç' et Ç" éprouveront, pour cette double raison, des 
variations diurnes et annuelles ; elles varieront encore avec la latitude 
des lieux que l’on considère ; et même , par des circonstances locales , 
elles s’eront quelquefois très-différentes , comme on la dit dans le préam¬ 
bule de ce Mémoire, dans des lieux très-peu distans les uns des autres. 

[13.] Considérons maintenant un corps composé de deux parties 
juxta-posées, de forme quelconque et de matières différentes; et cher¬ 
chons les équations différentielles du mouvement de la chaleur à leur 
surface de contact, en admettant que la température puisse varier très- 
rapidement près de cette surface, de telle sorte quelle soit, à la surface 
même, très-différente de celle qui a lieu de part et d autre à une très- 
petite distance ; supposition contraire à celle que nous avions faite, en 
traitant la même question dans le premier Mémoire [n.° 59 et suivans], 
et dont tout-à-l’heure [n.° 16], nous examinerons de nouveau les con¬ 
séquences. 

Pour abréger, nous appellerons A et A' les deux parties du corps. 

, Mm 2 
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Soit M un point cfe A , et M' un point de A' , situés près de la surface 
de contact, et assez rapprochés l’un de.l’autre pour se communiquer de 
la chaleur par le rayonnement intérieur ; appelons dv et dv' les Sie¬ 
mens de volume correspondans à M et M' ; y* et y! les températures 
qui ont lieu en ces mêmes points au bout du temps î; et / —I— /' leur 
distance mutuelle, / étant la partie comprise dans A , et F la partie 
comprise dans A'. Nous supposerpns la quantité de chaleur envoyée, 
à chaque instant par le point M' au point M , proportionnelle à la 
différence y — y, de leurs températures, multipliée, comme dans le 
premier Mémoire, par une fonction des distances / et F que cette cha¬ 
leur aura à parcourir , soit dans A, soit dans A' : nous représenterons 
cette fonction par F (/, F) ; elle pourra n’étre pas symétrique par rap¬ 
port à / et F ; sa forme sera entièrement inconnue; seulement, nous 
admettrons qu’elle devient .insensible ou nulle, dès que l’une ou l’autre 
de ces variables / et /' a reçu une valeur sensible. La quantité de 
chaleur envoyée, pendant l’instant dt, par l’élément dv à l’élément dv, 
sera donc exprimée par le produit : 

[y,' — y,) F(l, F) dv dv' dt; 

et pour connaître la chaleur envoyée au point M par toute la partie A 
du corps, il faudra intégrer cette formule par rapport à dv ' et aux 
coordonnées de M' , et étendre l’intégrale à tous les points de A qui 
peuvent agir sur le point M. 

Ce calcul ne sera que la répétition de celui que nous avons fait 
précédemment [n.° i. cr ] ; il donnera, pour la quantité de chaleur 
demandée , 

2 * 7 C dv dtj ^ 00 (y/ — ^r) F (I, F) s ds dr' ; 

expression dans laquelle on représente par r et r' les perpendiculaires 
abaissées des points M ef M r sur le plan tangent à la surface de con¬ 
tact, mené par le point E , où la perpendiculaire ME ou r rencontre 
cette surface; par s la distance mutuelle des pieds de ces deux per- 
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pendiculaires ; par 4 r la valeur de /ul, et par 4' r celle de ju,' qui 
répond à s=o , c’est-à-dire, la température qui a lieu dans A ', sur ie 
prolongement de la normale ME, à une distance r' du point £. On 
aura en meme temps, à très-peu près, 

l r <r , J' — r' <r ; 
en faisant, pour abréger , 

_» _ J* •+■ ( r-+- r‘) x 

— (r-Hr'p • 

La quantité de chaleur que le même élément dv reçoit de la por¬ 
tion A du corps, sera exprimée, comme plus haut [n.° i. er ], par 

27 v dv dt J o °°f Q °° ( 4 r — \r)fs .s ds dr , 

en représentant, dans cette partie A, par fs la loi du rayonnement à 
la distance s', et posant 



Cela posé, par un raisonnement semblable à celui du n.° 2 , on verra 
que la somme de ces deux quantités de chaleur doit être égale à zéro ; 
ainsi l’on aura 

/“/'° 0 C(+ V “ + , ) F ( / ' l ')-+-(-\'r’-^r)fs , ]sJs dr=io. (d) 

De plus, il est évident qu’il doit exister une équation semblable à 
celle-ci, qui se rapportera aux points de A', voisins de la surface de 
contact : en désignant par ce que devient la fonction f relative¬ 
ment à cette partie du corps, et conservant d’ailleurs toutes les autres 
notations, cette seconde équation sera 

fo fo [('V + , 0^(A/')H- I (4 #r —4 ' r)f' s']sdsdrz=o. ( e ) 

Ces deux équations subsisteront pour tous les points du corps voi¬ 
sins de la surface de séparation de ses deux parties ; elles disparaîtront 
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cl elles-mêmes , ainsi qu’on peut le vérifier, dès que la variable r dans 
la première, et la variable r dans la seconde, auront reçu des valeurs 
sensibles. Si la forme des fonctions f, f et F était connue, ces équa¬ 
tions serviraient à déterminer celle des fonctions ^ et •\ / ' > 011 I°i ^ es 
températures à un instant quelconque, près de la surface en question : 
or, et ^ r ' étant censées données arbitrairement à l’origine, il en 
résulte que les équations (d) et (e) n’auront pas lieu, en général, dans 
les premiers momens où les deux parties du corps sont mises en con¬ 
tact ; mais en raison des grandes variations de températures qu’éprou¬ 
vent les points voisins de la surface de contact , tant que ces mêmes 
équations 11’existent pas, on peut supposer quelles s’établissent dans 
un très-court intervalle de temps, dont nous ferons toujours abstrac¬ 
tion. 

[ 14.] Quoique la forme des fonctions f, f ' et F ne soit pas con¬ 
nue, on peut déduire des équations (d) et (e), sinon les valeurs de 
et 4/r', du moins une relation importante entre ces températures et 
celles qui ont lieu au même instant, dans les deux parties du corps , 
à la distance de leur surface de contact où finit le rayonnement d’une 
partie vers l’autre. Soit donc, au bout du temps quelconque t et à la 
limite de ce rayonnement, u la température qui a lieu dans A , et 
u celle qui existe dans A', l’une et l’autre sur la normale à cette sur¬ 
face, élevée par le point E. Lorsque r et r auront atteint cette limite, 
011 aura ^ r = t<et r' — u' ; si donc, pour des valeurs moindres 

de ces variables', on fait 

\rz=zu-\-(u — u) Qr , r = u -\-{u — u) r , 

il faudra que <pr et <p'r soient des fonctions de l’espèce de celles qui 
s’évanouissent dès que les variables ont acquis des grandeurs sensibles. 
En substituant ces valeurs et les valeurs correspondantes de ^ r' et r 
dans les équations (d) et (e), et supprimant le facteur u — u, commun 
à tous les termes, il vient 
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frir F ( 1 ’ l ') sds Jr'=S J ° S f o 0 ° [(<?'-+-V'r')f( l , t) 

-*-{<Pr—<pr)fs']sds dr = 0 , 

L°°fr F V’ l 'ï* ds dr =frL°° [(<P’r'-h<Pr)F(l, f) 

_r- ($' r — <p' r) /' s' ]s ds dr — o ; 

équations auxquelles on pourra effectivement satisfaire par des valeurs 
de <pr et <p' r qui deviennent milles, comme on le demande, pour 
toutes les valeurs sensibles de r et r . II faudra de plus que les tempé¬ 
ratures *vj/r et •s^ , r / coïncident à la surface même de contact de A et A; 
c’est-à-dire qu’il faudra qu’on ait ' r , pour rz=zo et r r= o : 

posant donc, pour ces valeurs particulières, 1 Çrzzma, r zzr a , il en 

résultera uA-(u — a) a — u-\-[u — u) a ; ce qui se réduit à a-\-a =1. 
Or, cette condition étant indépendante de u et u , et les équations 
précédentes ne renfermant pas non plus ces deux quantités, il est clair 
que les expressions de <pr et <p'r' que l’on en déduira, seront indépen¬ 
dantes de u et u ' ; d’où nous pouvons conclure que les accroissemens 
—u et -vJ/ r—u de température, qui ont lieu près de la surface 
de contact des deux parties du corps, sont proportionnels à la diffé¬ 
rence u—u des températures de ces deux parties à une distance sen¬ 
sible de cette même surface : ces accroissemens dépendent d’ailleurs de 
la nature de A et A près de cette surface ; mais sa forme n’a aucune 
influence sur leurs valeurs. 

Cette proposition étant ainsi établie, il va nous être facile de former 
les équations du mouvement de la chaleur près de la surface de con¬ 
tact, en nous servant, à cet effet, de la même considération qui nous 
a précédemment servi pour obtenir l’équation relative à la surface 
extérieure. 

[i ^.] Désignons par l’élément de la surface de contact qui répond 
au point E; sur cet élément, élevons dans l’intérieur de A un prisme 
normal à cette surface, qui se termine en E', et dont la hauteur EE' 
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soit très-petite , mais néanmoins assez grande pour qu’aucun des points 
de A qui agissent sur l’extrémité E' , ne reçoive de chaleur des points 
de A'. On verra, comme dans le n. 0 .} , que l’accroissement de chaleur 
de ce prisme pendant l’instant dt devra être regardé comme nul; de 
plus, la quantité de chaleur qu’il reçoit de la partie A du corps, sera 
la même que celle qui a été calculée dans les n. os 6 , 7 et 8 , et elle 
aura pour expression : 

^ d u ^ ayant la même signification que dans ces n. os , et k représentant 

la conductibilité de la matière de A. Cette quantité de chaleur, ajoutée 
à celle que le prisme entier reçoit de A', formera donc une somme 
égale à zéro; or, celle-ci est l’intégrale, prise par rapport à r et depuis 
r — 0 jusqu’à r — 00 , de l’expression du n.° 13 , savoir : 

a -TT dv Jtf 0 °°f 0 X (+' r'—îr) F {J, 1 ') s ds dr' ; 

et*comme on a, pour l’élément du prisme qui répond à la variable r, 
dr, il en résulte qu’en supprimant le facteur codt commun aux 
deux parties de la somme qui doit être nulle, nous aurons 

i (4J.)h f ('■ n**'*m* 

Cela posé, si l’on substitue dans cette équation, à la place de r' 
et 4 ,r, leurs valeurs précédentes, et qu’on fasse, pour abréger, 

2 „f~f' ao f o CO (i-Çr-<p'r')F( , ,r)sdsdr'd r = g , 

on aura enfin 

*(4t) -*-* (“'-«) = °. (0 

La quantité g dépendra uniquement de la nature des deux parties 
du corps , près de leur surface de contact ; sa valeur ne pourra être 
déterminée que par l’observation, et devra être donnée dans chaque cas 
particulier. Le produit ) u dt exprime la quantité de chaleur 
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Sinise dans A , pendant l’instant dt, par le prisme normal que nous 
venons de considérer ; mais par le raisonnement du n.° 11 , on fera voir 
que cette quantité de chaleur est fa même que celle qui passe de A 
en A pendant cet instant, en traversant ielément w dans toutes les 

directions. La quantité k cù dt, équivalente à ce produit, sera 

aussi, comme dans le n.° 61 du premier Mémoire, fa mesure de ce 
flux de chaleur , avec cette différence que u est la température à une 
distance sensible de fa surface qui termine A , et non pas celle qui a 
lieu à cette surface même. 

II est évident qu’en considérant de la même manière un autre prisme 
contenu dans À, et qui soit le prolongement de celui dont il vient 
d’être question , on parviendra à former une seconde équation sem¬ 
blable à la précédente, savoir : 

k ' {~<rr) " + -£ — “) = 0 : (s) 

l’axe des £ ayant la même direction , et le coefficient g étant le même 
que dans l’équation (f), et k r représentant la conductibilité de la ma¬ 
tière de A'. Les équations (f) et (g) sont celles que nous nous propo¬ 
sions d'obtenir ; l’analyse qui nous y a conduits, ne laisse , ce me 
semble, rien à desirer, ni pour la rigueur, ni pour la généralité. 

[ 16.3 En les retranchant l’une de l’autre, il vient 

(-4^)=* 

équation que nous avions déjà trouvée dans le n.° 60 du premier Mé¬ 
moire. De plus, si la quantité g est très-grande par rapport à k et à k', 

de manière que les fractions — et puissent être négligées , les 
équations (f) et (g) se réduiront l’une et l’autre à u '—o ; et par suite , 
les températures et r' des deux parties du corps seront égales, 
ou ne varieront pas sensiblement près de leur surface de contact. C’est 
la supposition dont nous étions partis dans le premier Mémoire ; mais 
XIX/ Cahier. Nn 
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il en résulte des relations entre les trois fonctions désignées par f, f 
et F, qui ne subsisteraient pas généralement si leur forme était don¬ 
née a priori , et qui n’ont sans doute pas lieu pour toutes les subs¬ 
tances dont peuvent être formées les deux parties juxta-posées A et A'. 

Ces relations, qu’il est bon de connaître , se déduisent facilement 
des équations (d) et (e). En effet, les températures de ces deux parties 
du corps n’éprouvant pas de changement brusque près de la surface de 
contact, il est permis de développer, suivant les puissances de r et r , 
les fonctions \r et -s]/ r contenues dans ces équations; or, si l’on 
désigne par c leur valeur à la surface, ou si l’on pose \rz=.\' r =.c , 
quand r— o et / = o, et que l’on néglige les carrés de r et r , on 
aura 

+,= «-w(-t9, +V = ,-,'(4f), 

où l’on devra mettre pour £, l’ordonnée du point E, rapportée à un 
axe parallèle à la normale en ce point : au moyen de ces deux valeurs 
et des valeurs correspondantes de \r r et r, l’équation (d) devient 

[F{l,l')-hfs'}sdUr' 

donc, puisque les quantités et ("Tl") sont ^dépendantes de r, 

la valeur que cette équation donne pour leur rapport devra l’être aussi, 
c’est-à-dire, que les fonctions f, f' et F devront être telles que le 
rapport 

r J 0 CO f„ CO [ F ^’ l "ï -+■/ s]sds dr ' — f 0 ^f 0 ** fs .sr ds dr 

f^fr l ' )sr ‘ dS Jf 

ne dépende pas de la variable r. 

L’équation (e) fournira une seconde condition semblable à celle-ci ; 
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en la rapportant aussi à la variable r, et échangeant en conséquence 
dans cette équation r' et r entre elles, et par suite /' et l, cette con¬ 
dition consistera en ce que le rapport 

f s ' ' sr> is dr ‘ 

fTCnr. l)sr’dsdr' 


devra également être une quantité indépendante de r. 

Si les deux parties A et A' sont de la même matière, et ne forment 
qu’un corps homogène , il est évident que ces deux conditions devront 
être remplies , et c’est aussi ce que l’on peut vérifier. Dans ce cas, les 
fonctions fs' et fs seront les mêmes, et l’on aura de plus F[l , X) zn 
/(/-+-/'); ou bien, en mettant pour / et /' leurs valeurs [n.° 13], et 
faisant s 1 |—r )=s" 1 , il vient F(l, l')—fs ", Les deux rapports 
précédens ne différeront plus entre eux ; il n’y aura donc plus qu’une 
seule condition qui consistera en ce que le rapport 

r ffff (f s " -+-f s ') sds dr ' —fffff 5 ' ■ sr ' ds dr ' 
CCf‘"- sr ' dsdr ' 

ne dépende pas de la variable r. Dans le cas de rz=z o, on a/rzf, 
et ce rapport est égal à — 1 ; il faudra donc qu’il soit égal à — 1 pour 
toutes les valeurs de r, ou qu’on ait 

T fff \f*' -*-/- r ') sds dr ' —fffff 5 ' • sr ' ds dr ' 

/ 'CO /»00 , n 1 1 j t' 

J f s .sr ds dr , 


ou, ce qui est la même chose, 

(r+ r)fs" .sds d r -f- (r— r)fs .s ds dr — o. 

Or, on a identiquement, 


Nn 2 
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(r-t-r')fs" . dr ~r/7~Z7). x d x ; 

d’ailleurs si ion partage, comme au n.° 3, l’intégrale^*°° [r—r')fs'.dr 

en deux parties, i’une prise depuis r' — o jusqu’à r =r , etl’autre prise 
depuis r = r jusqu’à r' = o o, on aura 

So ( r ~~ r )f s d r — J~ o f(-[/s*+x*).xdx — f o œ f ( 1/ x 2 -K* a ) . x dx ; 
d’où l’on conclut 


(r-^r')f s" dr' ■+■ {r — r')fs' dr' — 


et il en résultera l’équation qu’il s’agit de vérifier, en multipliant cette 
dernière par sds, et intégrant ensuite ses deux termes depuis j~o 
jusqu’à s =. 00. 

[17.] En substituant dans les équations (f) et (g), à la place de 
et ("7^“) » Jeurs va * eurs en différences partielles relatives à des 


coordonnées rectangulaires x, y, z> de directions quelconques, ces 
équations deviennent 


k (a 
*'(a 


d u 

tt 

d u ' 

TT 


- 4 -A' 
■H— A 


dy 

d u ' 
d y 


d Z 

d u ' 


A-g(u'-u) 
A-g[u' — u) 



A, A', A", représentant les cosinus des angles que la normale à la sur¬ 
face de contact de A et A', menée au point E et dirigée dans l’intérieur 
de A, fait avec les axes des x, y, z . 


C’est sous cette forme que l’on emploiera ces équations dans la 
résolution des problèmes particuliers. Les températures u et u quelles 
contiennent, se rapportent à des points qui sont seulement très-voisins 
de la surface de contact ; mais quand ces températures seront connues 
pour l’intérieur de A et A', en fonctions de x, y, Z .e t qu’on aura pris 
leurs différences partielles par rapport à ces variables , ces diverses 
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quantités satisferont encore, sans erreur appréciable, aux équations (h), 
en y mettant pour x, y, £, les coordonnées d’un point quelconque de 
cette surface ; et cest dans ce sens que nous regarderons les équa¬ 
tions (h) comme appartenant à la surface de séparation de A et A'. II 
est bon aussi de rappeler que si ces deux parties du corps ont été pri¬ 
mitivement échauffées d’une manière arbitraire , ces équations n’auront 
pas lieu dans les premiers moinens de leur contact, et quelles ne sub¬ 
sisteront qu’après un très-court intervalle de temps, dont nous avons 
dit qu’on pourrait toujours faire abstraction [n.° 13]. 

[18.] Si lune des deux parties du corps, par exemple A, est une 
sphere ; que l’on place à son centre, l’origine îles coordonnées x, y, £, 
et que l’on appelle r la distance d’un point quelconque de A ou de A, 
à cette origine, on aura 



et les équations (h) deviendront 

k * 77"*-8 (« — «') = °. —*-*(« — “') = 

Elles prendront encore une forme semblable , lorsque la surface de 
contact de A et A' sera plane : en prenant ce plan pour celui de y, 
et supposant l’axe des x positives, dirigé dans la partie A, on aura 
A = 1 » A — 0 > A — o , et, par conséquent, 

A -TT-f-S («' — “) = 0 , k'~^-g{u' — u) = o-, 

équations qui auront lieu pour la valeur particulière x — o. Elles nous 
serviront, ainsi que les précédentes, dans le V. c S- de ce Mémoire, où 
nous considérerons la distribution de la chaleur dans une sphère ou dans 
une barre composée de deux parties de matières différentes, et où nous 
indiquerons un moyen de déterminer par l’expérience la valeur du 
coefficient g quelles renferment. 
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§. II. 


Distribution de La Chaleur dans une Sphère homogène, primitivement 
échauffée d'une manière quelconque. 


[19.] L’équation générale du mouvement de la chaleur dans un 
corps solide homogène, est, comme on sait, 


d U _ » f d x u d 1 u t d* U \ 

J t \ d x 2 d y d / * 


(0 


u désignant la température au bout du temps t , du point dont x, y, z 
sont les trois coordonnées rectangulaires ; et a a étant une constante 
positive, dont la valeur est donnée dans chaque particulier, et dépend 
de la conductibilité et de la chaleur spécifique de la matière du corps 
( premier Mémoire, n.° 46 ). On peut substituer à x, y, z • d’autres sys¬ 
tèmes de coordonnées, et il en résultera autant de formes différentes 
de cette équation : dans le cas de la sphère , celles qu’il convient le 
mieux d’employer, sont les coordonnées polaires qui ont leur origine à 
son centre. Supposons donc que l’origine des x,y, z soit en ce point; 
désignons par r le rayon vecteur du point de la sphère qui répond à 
x, y, zi par t, l’angle compris entre ce rayon et l’axe des z> et P ar 4'» 
l’angle que fait le plan de ces deux droites, avec celui des x , z> nous 
aurons 

Z = r cos 6, y — r sin 0 sin 4*, x = r sin 9 cos 4/ ; 

et pour s’appliquer à tous les points de la sphère , les valeurs de ces 
trois variables r, ô et devront s’étendre depuis r— o, 0 = o, *^=o, 
jusqu’à r~l, ô = 7r, 4 / — 27r '* / étant le rayon de cette sphère, et 
7 r désignant toujours le rapport de la circonférence au diamètre. Or, 
si l’on transforme les différences de u , relatives à x, y, Z• en différences 
relatives à r, ô, -v|/, et que l’on multiplie par r les deux membres de 
l’équation précédente, elle deviendra 
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d .r u 

-a>{ d ‘- ru H 

. 4 ,nô d e ) 

I ^.ru-l 

d t ~~ 

' I dr' 

r 1 sin 0 d 0 

r* sin a 0 d rj , 1 J 


ce sera donc sous cette forme que nous allons en faire usage. 

Indépendamment de cette équation , qui convient à tous les points 
du corps, iequation relative à la surface que nous avons formée plus 
haut [n.° 10], devient, dans le cas de la sphère, 

= (3) 

Elle aura lieu pour toutes les valeurs de t, et seulement pour la valeur 
particulière r~l. Le coefficient b est une quantité positive, dépendante 
de la matière du corps et de la nature de sa surface : nous supposerons 
que cette surface est par-tout la meme , et alors b sera une constante 
donnée. Si le corps est placé dans un espace fermé , dont la tempéra¬ 
ture soit aussi par-tout la même, Ç sera cette température, qu’il sera 
permis de prendre pour le zéro de l’échelle thermométrique ; mais, en 
général, cette température variera avec le temps et d’un point à un 
autre de la surface du corps; en sorte quelle sera une fonction don¬ 
née de t et des angles ô et 

Les équations du mouvement de la chaleur à l’intérieur et à la sur¬ 
face de la sphère étant ainsi données , la question que nous aurons 
maintenant à résoudre, consistera à trouver la valeur de u, en fonc¬ 
tion de r, O, et t, qui satisfait à ces deux équations, et qui repré¬ 
sente en même temps la température initiale d’un point quelconque 
de la sphère, laquelle sera exprimée par une fonction de r, ô et 4, 
entièrement arbitraire. 

[20.] Observons d’abord qu’au moyen des formules contenues dans 
1 ‘Addition au premier Mémoire (*) , nous pouvons nous débarrasser de 
la considération des angles ô et et remplacer les équations (2) et (3) 
par d’autres plus simples , dans lesquelles ces deux variables n’entre¬ 
ront plus. 


(*) Page 145 de ce volume. 
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En effet, soit, comme dans cette addition, 

il —2 ou [ cos ô cos 0 ' -h sin 0 sin 0' cos ( 4 ' — }~* T = f ; 


ou désignant une indéterminée qu’on suppose < i ; ô et ^ étant ies 
deux angles du n.° précédent, et 0' et 4 / deux autres angles quelcon¬ 
ques. Représentons le dévelopement de f, suivant les puissances de et, 
par la série : 


p .— P 0 H — et P , —I— et 1 P , H— et 3 P j —H* . • . I et P n H &C. 


Le coefficient P n d’un terme quelconque sera une fonction de 0 , *4^» ® 
et -sj/, symétrique, soit par rapport à 0 et à 0 ', soit par rapport à ^ 
et 4' ; si l’on n’a égard qu’aux deux variables ^ et ô , ce coefficient 
sera une fonction rationnelle, entière et du degré n, de ces trois quan- 
tités : cos 0 , sin 0 sin * 4 / » sin 0 cos ^ » laquelle fonction satisfera en 
outre à l’équation 


‘ / ( sin0 -rfT L ) 


J> P, 


■n («-+- l) P„ = o. (4) 


Cela étant , multiplions les deux membres de l’équation ( z ) par 
P tt sin 0 db d\, puis intégrons tous ses termes depuis 0 = o, 
jusqu’à 0 = tt , 4 /=2 7 r. En intégrant deux fois de suite par parties , 
on a 



d* . r u 

d 4,*” 


d\ — P, 


d. r ii 

d 4, 


— ru 


d Pn 

d 4, 


-fru 


d * Pn 

d 4 * 


d \; 


mais, à cause que chacun des termes compris hors du signe f, a la 
même valeur aux deux limites ^ — o et ^z=z2 7r t ces termes dispa¬ 
raîtront dans l’intégrale définie ; on aura donc simplement 


L’intégration par parties relativement à 0, donnera de même 

</ ( sine 4x) 


s: 


4 in ôi_liL) 

-A_ il -L di=f 


d 0 


d e 


d 0 ; 


r u 
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par conséquent, nous aurons 
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/ I 

d x . r u 

d\ 

. 1 

( slnô rf e ) j 

( sin 2 6 


sin 0 

d 0 ) 

rL_ 

d x P n 

, 

- 1 

; sinô 4 -r)j 

( sin* 0 

d \ x 

sin 0 

t/e J 


P n sin 6 </0 


ru sin 0 d 6 d 4 


= — // ( // 1 ) JJr u P n sin ô d 0 d 4 , 

en vertu de Iéquation (4) ; donc, en faisant, 
ff r u P n sin 0 dü d 4 = v , 
nous déduirons de l’équation (2) celle-ci : 


d v 

~d 


— = „ \ . 

t \ d r* r 2 ) 


(5) 


De même, en mettant d’abord i’équation (3) sous la forme : 

jLfjL + ( b -±.y u =zbit,-, 

multipliant ses deux membres par P n sin 0 t /0 d\ , intégrant ensuite 
depuis 0 nn o , 4 = o , jusqu’à 0 = 7r, 4 == - 2 tt , et faisant, pour 
abréger, 

JJ Ç P n sin Ô- d 0 d 4 — q , 

il viendra 


~T7 ~+~ (b t) v = hl< > : 


(^) 


équation qui n’aura toujours lieu , comme celle dont elle est déduite , 
que pour la valeur particulière r = l. 

Nous substituerons donc ces équations (5) et (6), qui ne contiennent 
pas les variables 4 et 0, aux équations (2) et (3) : mais, dans ce qui 
va suivre , nous supposerons qu’on ait d’abord q = o ; il sera facile 
ensuite de ramener le cas général à ce cas particulier. D ailleurs, l’inté¬ 
grale double que v représente est évidemment nulle pour rzzzo ; il en 
XIX/ Cahier . Oo 
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résulte Jonc qu’on devra joindre à i’équation (5) , ces deux équations 
particulières : 

’T7-*-[ b —r) 1 ' —°- P our r - 1 - 

v = o , pour r —r o. 

Au moyen de ces trois équations , et d’après la valeur initiale de v , 
qui sera, pour chaque valeur de n, une fonction donnée de r, 
et 0', nous déterminerons ia vaieur complète de v, en fonction de t, 
r, 4 / et 0 ', et du nombre entier n; désignant ensuite par V n ce que 
devient v, quand on y met 0 et *4 à la place de 0' et 4A la formule (1) 
de l’addition citée donnera la valeur cherchée de u, savoir : 

« = ^£(2,,+ 1) V n ; (8) 

£ indiquant une somme qui s’étend à toutes les valeurs de n, depuis 
nz=. o jusqu’à // “ 00. 

[21.] Dans le n.° 1 6 du Mémoire précédent (*), nous avons donné, 
sous forme finie, l’intégrale complète de i’équation (5) ; mais la quan¬ 
tité v 11e devant pas devenir infinie pour r — o dans la question pré¬ 
sente , nous devons employer cette intégrale telle quelle a été modifiée 
par cette condition dans le n.° suivant du même Mémoire. Nous au¬ 
rons alors 

v = r n ^[ J ^ (r cos u> —|— 2 dduYt) sm*" 4 *' o> du d<L ; 

<p désignant une fonction entièrement arbitraire , et e la base des loga¬ 
rithmes népériens ; mais avant d’aller plus loin , nous pouvons vérifier 
qu’effectivement cette valeur de v satisfait à l’équation (5), quelle que 
soit ia fonction <p. 

En effet, en faisant — <Ç> r, —~j~ — r / on aura 

—/_J/V(~ os »H- 2W0 sin‘*' + " cùdcù^e~ Al ada.) 



(*) Page 245 de ce volume. 
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intégrant par partie relativement à et, il vient 

V -zzr a 1 r nH ~' f œ j * <p" (rcos o>-f-2rf cl Y t) sin 1 ""*’* « 1 dcL\ 


on aura aussi 


d 1 v 


n(n+i)v 


-+-2 (»+-)^/_“[/>'( rcosa)2e2-f-<f/r)sin 1,, ' f ' 1 a* cos a dc^e *' d a, 

-f- r B+1 y^°° [ y r ’ 7r Cp ,, (rcos«H-2e3a/t)sin lH ' 4 "a)cos x 6)e/ù)Jf” ttl e/ct; 

et comme l’intégration par partie donne 

2 (,/H-ï)<|)'( rcosw-h2e2<t//) sin 1 ” +M « cos w </w 

= r/ T Cp" (rcosw-H 2<3ctl/t) sin‘ ,, * t * , « ; 


cette valeur de 


v 


se réduit à celle-ci : 

d' y _ w (n ■+■ I ) v 

d r a r* 


-f-r” +l ^ V' (rcosO)H- 2^et !//) sin ^ * dcL y 

moyen de laquelle et de la valeur précédente de , l’équation (5) 


devient identique. 

On pourrait exprimer la valeur de v par une intégrale simple , at¬ 
tendu que, n étant un nombre entier, l’intégrale relative à « s’obtient 
sous forme finie, comme on l’a vu dans le Mémoire précédent; mais 
nous préférons conserver l’intégrale double relative à et et « ; 1 analyse 
suivante sera plus simple , et aussi plus générale, en ce quelle con¬ 
viendra au cas même où n ne serait pas un nombre entier , ce qui 
aura effectivement lieu dans le problème qui fera l’objet du S- III e de 
ce Mémoire. 

[22 ] La valeur précédente de v devenant nulle, quand rzz, o, il 

Oo 2 
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ne reste à satisfaire qu’à la première équation (7). Pour cela, faisons 

r cos « -t- 2 et i/* — .y , et = y 

Y 2 a Vt 

cette valeur dé v deviendra 

"f* T _ qq — (jt — rcosu )* 

v = -hrvrfo [f .00 e ^ 

Si on la différencie par rapport à r, on aura 

— ( x —rcos«) z 

likfJijr J'* TT— ^^]sin*” + ' ucosuda; 


d v _(rt-+-i )v 

d r r 2a 


mais en intégrant par partie, on a 

— (x — rcosa>)* 

r°° d - e 4 _ J r< 

f- 00- ~ x - <?xd X = -f_ 


•00 

t 

00 


— (x — rcosw)* 
* ' 


d <p x , 


-00 d ■ 
nous aurons donc 

dv (n + i)v r n + ‘ p /'OO ~~ (x —rcosu) # 

— =-r+TÆj. L/oc/ 4,1 ' ««»«,/«. 

Après avoir fait rzzz .1 dans ces valeurs de ^ et v, je les substitue 
dans la première équation (7) ; il vient 
- (*-- /cos6, >V d % 


J~o\fT œ e 4 ‘’"' [ ^ 7 T cos “+(^ + 7)4 -*]^Jsin”-*' a,du—o. 

Sans changer les limites de l’intégrale relative à ,v, on peut écrire dans 
cette équation, x-h/ cos a> à la place de x ; et en intervertissant en¬ 
suite l’ordre des intégrations, cette équation prendra ia forme : 

/ oo ( -r r d <p(xl cos u) 

00 I/o [—St— cos “ 

x l 

9 (* “-H / COS «) Jsin*"**- 1 j * dx = o. 


Or, cette intégrale relative à v devant être nulle pour toutes les valeurs 
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de t, on en conclura, en ayant égard au facteur e , que la somme 
de ses élémens correspondans à deux valeurs quelconques de ,v, égales 
et de signes contraires, devra être égale à zéro ; en sorte qu’en dési¬ 
gnant par y une quantité indépendante de », on aura, quelle que soit 
cette quantité , 


/'[( 


1 d <p (y -h / cos u ) 

d <p ( - y / COS Ci) ) 

V dy 

d y 


(£-+-—) [^(y-4-/cos»)-+-^(--y-+-/cosa))] Jsin 1 ' , " M oùdoù — o ; j 

équation a laquelle la fonction <p devra satisfaire , et qui servira, soit 
à déterminer cette fonction, soit à l’éliminer de l’expression de v. 
[23.] D’après une formule connue, on a 

— (x —rcosw ) 1 , __ , , 

- —ï aVt /’OO — a a f — * [x — rcoSû>)i/II7 , 

e iat = 

la valeur de v du n.° précédent pourra donc s’écrire ainsi : 

en faisant, pour abréger, 

J o e sin n+l où doù — P. 

Cette expression deviendra plus simple, en y faisant disparaître les 
imaginaires qui y sont en évidence. En effet, si l’on met tt— u à la 
place de u dans la valeur de P, on aura 

J 0 e sin où du ; 


donc, en prenant pour P la demi-somme de ces deux valeurs équi¬ 
valentes , et remettant w à la place de où' dans la seconde, on aura 
d’abord 

P = f o cos ( et r cos u ) sin 1 *'**' où du. 
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Cette quantité ne changeant pas avec le signe de a,, si l’on réunit dans 
l’intégrale relative à cette variable les élémens qui répondent à des 
valeurs de a ., égales et de signes contraires, il en résultera 

faisant de même par rapport à x, on aura très-simplement 

v = m. r œ p < 2 «-«“■*' do.-, (io) 

yV J o ^ 

en posant, aussi pour abréger, 

y" 00 £ q> * -H Ç ( — cos et* < 2 - 

II s’agira donc actuellement de déterminer, autant qu il sera possible , 
la valeur de cette quantité Q, au moyen de 1 équation (9) ; et pour y 
parvenir , nous emploierons une analyse semblable à celle dont nous 
avons fait usage dans le n.° 17 et dans plusieurs autres endroits du 
premier Mémoire. 

[ 24 .] Désignons donc par h une quantité positive, ou une quan¬ 
tité imaginaire, dont la partie réelle soit positive; faisons ensuite 

f™e~ h 4ydy = P , j^ e ~ h <P (s) — 


il en résultera 

f*e- h <p( X +lcos*)J? = r ,CM "{p-f 0 ,C ° S “ e ~*' 

f œ e - h (S/[-y^-lc(,^)dy=e \< 1 +J 0 e 

et en mettant >cos« et cos udy à la place de y et dy, dans les se 
couds membres de ces équations, nous aurons 


f o ' 0 e- h <p(y-*-lcos»)dy=e hU ° Sa (p—co SU fJe <Kj*0.«)^) , 

j'™r h ’^-y+k«s<d)dy=e- KUw \ q +cos'*f‘e^ 
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En intégrant par partie, on aura aussi 

J 0 e ~j~ y dy — — Q{lcosu)-\-h e <$(y-\-lcoscù) dy, 

s 00 —hy d<p(-y-i-lcosoû) J fJ \ , / / 00 ~ h y , 

J O e - —y - U),z=—Q[lcosa>)-^hJ' e q>{-y-*-ko iU )Jy, 

et, par conséquent , 

V 1 " 00 h y d[<p(y-\-lcosco) — <p( — y-+-lc osa)] . / hlcosco — hlcosu\ 

o ' - —y - dy = h[pe — qe ) 

. r hlcosco /~l —hycosci) . 

— hcosu^e e <p [y cos u) dy 

— hlcosco fl hycosu 


co fl hycosu -1 

J 0 e <p(ycosa)dy] m 

Si donc on multiplie l’équation (9) par e~ A s dy, et qu’on intègre en¬ 
suite tous ses termes depuis yzmo jusqu’à yzzz 00, on aura 

rir / . n , \ hlcosco . _ . . 

p J o ( — -H h cos Où J e sin 2 ”^' u du 

r* ( r . n . \ —hlcosco , 

-+-<] J 0 [ b *+■ ~1 -// cos u) e sin 2 ” 4 " ^ du 


= /o T |[(^' + '-r) cos " 

1 hlcosco fl — hycosu ) 

H— // cos 1 u J e y o e [y cos u) dy \ sin 1 1 u du 

fl j[(^ H 7") cos “ 

, , ~l —hlcosco fl hycosco , ) 

— hcosu^e J Q e Q [y cosu) dy\sin xn +' u d u -, 

mais, en mettant 7r— u à la place de u , dans fa seconde intégrale 
du premier membre, on a 

r* 1 1 n 1 \ — hlcosco , 

J o \b-A —^-// cos u) e sin 2 8+ ' u d u 

=/ o *7-“*- h cos u j e A/cos4> sin 1 1 u d u \ 

et si l’on fait subir le même changement à la seconde intégrale du 
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second membre, et que l’on restitue ensuite « à la place de u dans 
ces deux intégrales, l’équation précédente deviendra 

—h Acos e hlC ° SU> sin zn * ' u du 


—fo (( i -+--f- + -^ cos ") e</co, V < 


hlcosco f l —hjfcosu 


[<p (7 cos u ) 


<J> ( —y cos où ) J dy j sin s,l ' + ' 1 où cos où d où. 

M 


On en déduit 

F h 

P "+• * — 

en faisant, pour abréger, 

^ (b H——H //cosù>^ A/c ° SW sin 2,, ' H ' u du z=. f h , 

(j-H—-H^cos*)* J q c [«(>«>»«) 

^ cos .)] ^7 j sin 4 *'*' ' où cos où d où = ; 

et par le changement de « en tt — dont nous venons de faire 
usage, il est aisé de reconnaître que ces deux fonctions de h sont telles 
que l’on a 

fh — /(— h ) , F h = — F(—//). 

Cela posé, si nous représentons par g une quantité réelle et posi¬ 
tive , que l’on prendra aussi petite que l’on voudra ; que nous fassions 
fj — g- a- cl |/-^7 , et que nous remettions pour p et q les intégrales 
que ces lettres désignent, l’équation (n) deviendra 

changeant le signe de j/ —i , on aura en même temps 

01 = ^1 . 

par conséquent, si nous substituons * à y, et que nous prenions la 


MATHÉMATIQUE. 297 


demi-somme de ces deux résultats, nous aurons 

F(gW-T) 


X 


oo 


<? ° —X)] COS CLX dX 




■Ht 




d’où l’on conclut que la valeur cherchée de Q sera la limite, par rap¬ 
port à g, du second membre de cette équation, et quelle s’en déduira 
en y faisant g = o. Or, ce second membre s’évanouit avec g, excepté 
pour les valeurs de au qui rendent nul le dénominateur/(± cl j/— i); 
on aura donc <2=o pour toutes les valeurs de et, excepté celles qui 
seront tirées de l’équation /(±ct }/^î) = o , valeurs pour lesquelles 
la quantité Q deviendra au contraire infinie. 

[25.] La nature de cette quantité étant ainsi connue, son élimina¬ 
tion de la valeur de v donnée par l’équation (10) 11’est plus qu’une 
opération facile, et la même que celle qui a été faite en détail dans le 
n.° 1 8 du premier Mémoire. 

En effet, représentons par f une racine quelconque, réelle et posi¬ 
tive, de l’équation f ( ut cl ■j/'IHY ) zz o , et soit cLZ=f-ha'; si nous 
traitons d’abord g et ce/ comme des quantités infiniment petites , la 
valeur de Q que l’on conclut de l’équation précédente, sera 


<2 = 


F{j> *= 7 ) 

rif 


g 

—;- tt~ > 

$* -+- * a 


en faisant — f'f, et observant que F(—f\/ —1)=— F(f)/— 1) 

et f ( — —— f'if]/— 1 ) : substituons donc cette valeur 

dans l’équation (10); l’intégrale relative à <t que cette équation ren¬ 
ferme , se changera en une somme qui devra s’étendre à toutes les 
valeurs de f ; et en indiquant cette somme par la caractéristique S, 
et faisant cl — f en dehors du facteur Q, nous aurons 


v 


r n + l ^ PF[ f V- 7 ) 

yv /' ( f y~i ) 


-a* j» 

e 


7 


" g d *’ 


De plus , étant une quantité positive, si l’on désigne par zles 
limites de l’intégrale relative à et', on aura 

XIX: Cahier. Pp 
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g d *' 
g 1 -+- *' 2 


PHYSIQUE 
= 2 arc ( tang = -y) ; 


et, quelle que soit la grandeur de <h, cette intégrale sera simplement 
égale à 7r, lorsqu’on fera g—o ; d’où il résulte 


v 


r u ~*~ l )/7r S 


f‘U S-<) 


(> 2 ) 


Par la nature de notre analyse , on ne doit prendre pour f que 
les racines réelles et positives de l’équation f{j> j/—1) —o, puisque, 
dans l’intégration relative à et, cette variable ne devait recevoir que 
de semblables valeurs , et que les racines de cette équation ne sont 
ici que de certaines valeurs particulières de et. O11 est donc dispensé 
d’examiner si cette équation admet des racines imaginaires, ce qui est 
un avantage de la méthode que nous suivons; avantage d’autant plus 
important, qu'il n’y a pas de moyens, en général, de s’assurer de la réalité 
de toutes les racines d’une équation transcendante, et particulièrement 
de l’équation dont il s’agit. Pour la racine /“ o, on ne prendra que 
la moitié du terme correspondant de la somme S ; car , pour cette 
valeur de f , l’intégrale relative à a/ ne doit être prise que depuis 
a! irzo jusqu’à a,'=-h fi , afin que les valeurs de cl soient toujours 
positives : circonstance qui réduit à moitié, ou à ~ 7 C , la valeur de 
cette intégrale. 

[26.] Comme on a = et F h =~ [Fh—F(-r> Æ)] , 

il sera aisé de faire disparaître les imaginaires dans l’équation f(f Y-^T) 
— o , et dans les quantités Y^\ et Y^î F [f Y^\)- 

Cette équation devient alors 


f. 


[(b l-i~n)cos[ f I cos ci ))—f /cosasin (y?/cos o^sin 1 "*' code*— o ; 


( 1 3) 


et l'on aura en même temps 

f (fY —1 ) = )/— 1 [ ( à/-t- // -f- 1 ) s in (// cos où) 

-h f/coscù cos ( f l cos o»)] sin * ** 1 ou cos où du , 
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F(fV~)=-^-J'J[f o l ((£/-+-«) sin [(/— y) f coswj 

H- //cosw cos [(/—y) /COS 6 >]) 4 / (>' cos w Wk] s ‘ naB ’ + 'ucosudu, 
où l’on a fait, pour abréger, 

<ty -+■ <f {—y) = 4 *y- 

Si Ton substitue ces valeurs dans le second membre de l’équation (12), 
et que l’on y mette aussi pour P ce que devient cette quantité [n.° 23] 
quand on y fait et”/, on aura 

v z=. r n * +M X e~ a S cos (r/cos«) sin** +l u du J ; 

le coefficient N ayant pour expression 

N = 

[ y^ / [(^/-l-n)sin((/—j>cosa)-» r ^cos6)COs((/- : y)jK:osœ)]| (ycos^j sin a -« «c<W« 

/(j»/cosû>)h- j>/cos«cos(j>/cos û>) «cosarfa 

Cette fonction ^y est encore arbitraire ; seulement, daprès ce qu elle 
représente, ses valeurs sont égales pour des valeurs de y égalés et de 
signes contraires. II suffirait quelles fussent données depuis y = o jus¬ 
qu’à / = /, pour que le coefficient N, et par suite les valeurs de v , 
lussent entièrement connues ; or, si ion fait tzno dans 1 expression 
de v du n.° 21 , et que l’on représente par v = Fr la valeur initiale 
de cette quantité, on aura 

Fr — j/V r”*' <}> (rcos u) sin xn+ ‘ u du ; 

ou bien , à cause que <p (r cos.w) -+- <f> (— r cos cos &>) =: %|/(rcos «) , 
cette valeur de Fr est la même chose que 

Frzzz ±\/' 7 C r 8 * 1 fj (rcosa) sin 1,+ ' u du ; 

et c’est cette équation qui devrait servir à déterminer la fonction •]/ 

Pp 2 
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d après la fonction F; ce qui se ferait assez simplement pour les valeurs 
les plus simples de n, telles que // = o, n — \ , &c. Mais sans s’ar¬ 
rêter à cette détermination , on peut obtenir , comme on va le voir, 
une autre valeur de N qui ne renfermera pas la fonction ^ » et sera 
exprimée directement au moyen de la fonction F dont les valeurs sont 
censées données depuis r=o jusqu’à r — / 


[27.] Il est nécessaire, auparavant, de vérifier que la valeur pré¬ 
cédente de v en série d’exponentielles, satisfait aux équations (5) et (7) 
du n.° 20 ; ce qui doit avoir lieu séparément pour chacun de ses 
termes. Or, si l’on fait 

rn * l Jl cos (rf cosa>) sin 4 **' a> dcù = R , 

et que l’on substitue dans l’équation (5) le terme quelconque 
v = N R e~ a%J>x *, 

il faudra qu’on ait 


d » R 

d r l 


+ 


fR 


'■('■-O r=q 

r* 


(■ 4 ) 


équation à laquelle la valeur de R satisfait effectivement, quelles que 
soient les constantes f et n, pourvu seulement que la seconde soit po¬ 
sitive. C’est ce qu’on reconnaît, en observant qu’on a 


dl R O r> 

d r* r* K 


/ 



cos (r f cos cù ) sin afl ' + ' , 


Cù COS* Cù d Cù 


— 2 ( n + i) fl* ùn[r f cos&>)sin 2 ” + ' u> cos u du ; 
d’ailleurs, l’inlégration par partie donne 

2 (n-hi) f r" JJûn ( rfcosa) sin*"' 1 '' ucosu do 


— r "*'cos [r j, cos ui) sin a d(> 


d où Jl résulte 
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--- R=z—y r” +, y^ 7r cos (r f cos o>) sin 18+I u>du =—f 'R ; 

ce qui coïncide avec l’équation (14)- 

Tous les termes de la valeur de v s’évanouissent en même temps 
que v, ce qui vérifie la seconde équation (7). Quant à la première, pour 
qu un terme quelconque de la valeur de v y satisfasse, il faut qu’on ait 

4t-H-(* -f)* = o. («5) 

pour la valeur particulière r—/ ; or, c’est en effet ce qui a lieu , en 
vertu de l’équation (13), dont f est une racine. 

[28.] Ces diverses vérifications étant faites, multiplions l’équa¬ 
tion (5) par Rdr, puis intégrons ses deux membres depuis rzzzo jus¬ 
qu’à r = /; nous aurons 


d.J^Rvdr 


d t 


= a ‘[fo' RJ 7^ lir -< n - ht )f a l ~T~~ ]" 


En intégrant par partie, il vient 


/*-£:* = * 


d v 

TT 


d R 


T 


d > R 


d r 1 J d r* 

A la limite r=ro, 011 a Rz=zo et v = o; à l’autre extrémité rnz/. 


les valeurs de 


d v 


d R 


dr et -j r •, tirées de la première équation (7) et de 

l’équation (1 3), donnent R - v — J* r — o ; les termes compris 

hors du signe f dans le second membre de l’équation précédente, dis¬ 
paraissent donc à ces deux limites, et l’on a simplement 




R- 


-dr 


=/' 
* O 


J‘ R , 
v -T7- dr - 


Il en résulte 


d . J q 1 Rvdr 


dt 
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ou, ce qui est ia même chose en vertu de 1 équation (t 4 ). 


d.fjRvd 


dt 


— ——a' // ' Rvdr; 


d’où l’on tire, en intégrant, 

J~jRvdr — Ce a * * ; 


£7 étant la constante arbitraire, laquelle se déterminera en observant 
que l’on a supposé vz —Fr, quand r = o : cela fait, on aura 

fj Rvdrz=e~‘‘ S "' fj RFrdr. (t 6) 

Cette propriété remarquable de la quantité v se démontre, comme 
on voit, sans qu’on ait besoin de connaître l’intégrale de l’équation (5) : 
elle a lieu pour toutes les valeurs de /, tirées de l’équation (15); et 
elle va nous servir à déterminer le coefficient N, en fonction de f et 
de n. 

[29.] Soit, en effet, /' une racine quelconque réelle et positive 
de l’équation (13)» laquelle sera, en général, différente de j>. Désignons 
par R' et N' les valeurs de R et TV qui répondent à cette racine /' ; 
la valeur de v du n.° 26 pourra s’écrire ainsi : 

v = X N' R' e- axJ3,tt ; 


la somme £ s’étendant à toutes les valeurs de y compris f 1 = f. 
Si l’on substitue cette valeur dans l’équation (16), on aura 

[fo RR '^ r ) e ~' S ’] = e “ * ' fj RFrdr; 

or, cette équation devant être identique, le terme qui renferme l’ex¬ 
ponentielle e~ atJ>xt est le seul qui doit rester dans le premier membre; 
il faut donc quon ait 

f l RR' dr — o , (17) 

J o 

tant que f et f' sont deux racines différentes de l’équation (13)» et le 
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premier membre de 1 équation précédente étant ainsi réduit à un seul 
terme, on en conclura 


fj RFrd 


valeur de N qui ne contient que des quantités connues. 

L’équation (17) renferme une propriété de l’intégrale représentée par 
R. qui subsiste sans que // ait besoin d’être un nombre entier, et qui 
serait d’autant plus difficile à vérifier d’une manière générale , que , 
dans le cas de n fractionnaire, cette intégrale R ne peut s’exprimer 
sous forme finie en fonction de r. 


[30.] Avant d’employer cette valeur de N pour former celle de v, 
observons quelle doit être équivalente à la valeur du même coefficient 
N, que nous avions d’abord obtenue. Pour comparer entre elles ces 
deux expressions, nous mettrons dans la précédente, à la place de Fr, 
sa valeur exprimée au moyen de la fonction ^ » comme dans le n.° 26; 
égalant ensuite les deux valeurs de N, nous aurons 


~WJï \_fo' sin [( / — ^)/>cosa] 

—H flcoscù cos [(/—y) y cos «^(ycoso)) dy Jsin* n ^ x «cos « du 

1 y" | 4(rcos«)sin‘ w+ W«]/?r H +' dr 

2 f lR '* r 

J O 

où l’on a fait, pour abréger, 


yr [(*'+•■*• i ) sin [fl cos cù ) 

-H fl cos« cos [fl cos cà) J sin* 1 a cos u> du> = M. 

Cette équation doit être admise comme une conséquence de notre 
analyse : elle subsistera pour toutes les valeurs de f tirées de i’équa- 
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tion (13) ; et Ion y peut mettre pour telle fonction que ion vou¬ 
dra ; mais on ne voit aucun moyen de vérifier ce résultat dans toute sa 
généralité. Pour en donner une application, désignons par m une cons¬ 
tante quelconque, et prenons J/yzz: cos my; -l’intégrale relative à y , 
contenue dans le premier membre de cette équation , sobtiendra par 
les règles ordinaires; et si l’on en simplifie la valeur, en ayant égard à 
l’équation (13), on trouvera 


( f ‘ -) M '// [ ( * ' 1 ” ) COS ( m 1 COS “ ) 

— ml cosu sin (/;// cos«) J sin 1 "’ 4 ' 1 u du * 

/ f Z [S ^ cos ( m r cos a ) s * nl * + ' u du~^ Rr”*' dr 

= " f 1 R'dr 

•J O 

L’intégrale dépendante de m, que contient le premier membre de cette 
équation , est nulle toutes les fois que m est une racine de l’équation (13); 
et,, dans ce cas, le numérateur du second membre est aussi nul , en 
général, en vertu de l’équation (17). Quand cette racine est la même 
que f , le second membre est égal à l -l; le premier se présente sous la 
forme ° z , et si l’on en détermine la valeur par la règle connue, on le 
trouve égal à z l; ce qui peut servir de vérification à nos calculs. 

En faisant mz=o, l’équation précédente donne 


f 1 R 1 dr = 

J O 


f 1 M 
2 ( b l ~+~ n ) 


f l Rr' 

J O 


dr ; 


d’ailleurs, si l’on multiplie l’équation (14) par r’ , ~ h ' dr, que l’on intègre 
tous se.s termes par rapport à r, et que l’on effectue, sur le premier, 
deux intégrations par parties, on aura 


r n +' -(//-El ) r n R -f- f 1 JR r** 1 *' dr = o. 


Les termes contenus hors du signe f, s’évanouissent à la limite r=o; 
d R 

pour r—l, la valeur de -jy est donnée par l’équation (1 5) ; et en 
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substituant cette valeur et celle de R dans l’équation précédente , on 
en déduit 

R r**' dr =. cos (//cosw) sin*” -4 *' a do* , 

et, par conséquent, 

J^ 1 R 1 dr = cos (^/ cos «) sin a,, ' 4 ' , où du. (18) 

Ce résultat réduit le calcul de l’intégrale Ç R x dr à celui de deux 

intégrales beaucoup plus simples, en y comprenant celle que M repré¬ 
sente; il pourra donc servir, en général, à simplifier le calcul de la 
valeur précédente du coefficient N; mais il nous sera sur-tout d’une 
grande utilité, dans le cas où le rayon 1 sera très-grand et devra être 
traité comme infini, ainsi qu’on en verra un exemple à la fin du S- 
suivant. 

[31.] Au moyen de cette valeur de N, l’expression de v du n. e 26 
devient 

( C 1 R Fr dr t ) 

V zzz S <—-— - e a * f cos (r pcosoo) r ”" 4 ’ 1 sin 1 ”'*' ' c*> dut l* 

(/>" J ° 1 
Si nous représentons par/(r, 0 , ^), la température initiale et don¬ 
née du point de la sphère qui répond aux coordonnées quelconques 
r, 9 et 4^» en sorte que Ion ait 

u =f(r, 0 , 40 > 

quand t- zo, il s’ensuivra pour la valeur initiale de v, d’après le n.° 20, 

v — Fr — ff rf[r, 0 , ^) P n sin 0 0 d\\ 

les intégrales étant prises depuis 0 = o, 4' :::: =o > jusqu’à Qz= < 7r, 2 7 r, 

ce qui donnera pour résultat une fonction connue des angles 0 et 4^ 

qui entrent dans P„. En substituant cette valeur de F r dansRFrdr, 

XIX. e Cahier, Qq 
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et effectuant l’intégration relative à r, il en résultera une autre fonc¬ 
tion également connue de 0 ' et Pour abréger, nous ferons 

( 2 n+i)fff Rr f[r, 0 , 40 sin 0 </r</ 8 ^ 4 > z=z <?( 0 ', 4 -') ; 

les intégrales étant étendues à la sphère entière, ou prises depuis r=z o, 
0 —o , 4,-0, jusqu’à r=l, 0 —vr , \ = 27 C\ et la valeur de v 
deviendra enfin 

- ^ ^ - e~ a ^ ' f* cosfr pcosm) r n+t sin 2a ' , ' , a doo | 

(2"-t-i)/ o dr | 

En mettant, dans cette expression, 0 et ^ à la place de 0 ' et 4/» on 
aura la valeur de la quantité V„ qui entre dans la formule (8) du n.° 20, 
laquelle nous donnera ensuite la valeur de u en fonction de r, 0, 4^ et t » 
savoir : 

u — _J_££ ( — e " a * ' T* cos (r p cosa>) r” sin î7I+ ‘ co dœ 

( fjR'dr J ° 

Cette expression de u renferme la solution complète du problème 
que nous nous proposions de résoudre , puisqu’elle fait connaître la 
température en un point quelconque de la sphère et à tel instant qu’on 
voudra, et qu’elle ne contient que des quantités qui sont censées don¬ 
nées , ou calculables d’après des quantités données , dans chaque cas 
particulier. Les deux sommes successives indiquées par des S, se rap¬ 
portent , la première à toutes les valeurs réelles et positives de f , tirées 
de l’équation (13), lesquelles seront des fonctions de n, et la seconde 
à toutes les valeurs entières et positives de 11, depuis n=n o jusqu’à 
« — 00. Cet exposant n étant un nombre entier et positif, l’intégrale 
relative à cù qui est indiquée explicitement dans la valeur de u, pourra 
s’obtenir sous forme finie , par les règles ordinaires , et il en sera de 

même à l’égard de l’intégrale^y^ R 1 dr; par conséquent il ne restera, 
pour former un terme quelconque de la valeur de u , qu a effectuer 
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l’intégrale triple d’où dépend la fonction Cf), intégrale qui dépend elle- 
même de la forme de la fonction f, ou de l’état initial de la sphère. 

Comme l’expression que nous trouvons pour u convient à toutes les 
valeurs de t, elle doit aussi représenter la valeur initiale et donnée de 
cette quantité, quand on y fait tzzzo. Ainsi, ion doit avoir 


quelle que soit la fonction f; mais dans les usages que l’on pourra faire 
de cette formule, il ne faudra pas oublier quelle n’a lieu , comme 
toutes les formules de la même nature, que pour une étendue limitée 
des valeurs des variables : elle ne subsiste que pour les valeurs de r , 
0 et 4-> comprises depuis r=:o, 0 = o, ^ = 0, jusqu’à r=l, 0=7r, 
4,=2TT ; et elle suppose, i.° que les variables 0 et 4- disparaissent 
de /(r, 0,^)» quand on y fait r= o ; 2 0 que cette fonction devient 
indépendante de 4-» aux deux limites 0 = o et 0 = vr ; 3. 0 que ses 
valeurs correspondantes à 4-— o et 4'— 27 T , sont égales entre-elles (*). 
Elle n’a pas lieu à la limite même r —/, à moins que la fonction y ne 
satisfasse à la condition relative à fa surface, cest-à-dire, a moins quelle 

ne soit telle qu’on ait -\-bf~ o pour r=l : quand cette condi¬ 
tion n’est pas remplie, l’équation relative à la surface n’a pas lieu dès 
le premier instant que le corps commence à rayonner ; elle s’établit 
après un très-court intervalle de temps [n. # 4] î et ce nest q ua partir 
de cette époque que la valeur de u, donnée par l’équation ( ip), peut 
s'appliquer à la surface de la sphère en y faisant r=-l. 

[32.] Lorsque la fonction f(r, 0 , 4 /) , ou la valeur initiale de u , 
sera indépendante des angles 0 et 4- » la valeur de u à un instant quel¬ 
conque , devra l’être aussi, et elle devra coïncider avec celle que nous 


/M> +) = 


^ ^ ■ /* T cos (r p cos w)r w sin 18 " f ' , cùdu 

fjR'dr J ' f 


(*) N.° 4 de l ’Addition au premier Mémoire. 
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avons donnée dans le premier Mémoire , pour le cas d une sphere 
homogène, dont tous ies points également éloignés du centre sont ega¬ 
lement échauffés; Cest, en effet, ce qu’il est aisé de vérifier. 

Mettons fr à la place de f[r, 0 , ^), dans la valeur de q> (G', ^ ) ; 
elle deviendra 

<p( 0 ', 4/) = [ff P n sin 9 </ô d\)fj Rfr.rdr; 

mais par la nature des coefficiens dont P n est le terme général [n.° 20], 
l’intégrale double relative à ô et est nulle P our toutes Ies valeurs 
de n, excepté n= o; et dans ce cas, on a 

P 0 = 1, f'fsmbdbd\z=.J'\ïnbdüf'* d^ = 4 'pr, 

on a en même temps 

P —J * cos (r f cos«) r sin où du = ~ sin r f ; 

la fonction cp sera donc aussi nulle pour toutes les valeurs de n, ex 3 
cepté pour // zizo, cas dans lequel on aura 

L‘ s ' n r r-f r - rdr - 

II suit de là que la valeur de u, donnée par l’équation (19), se réduira 
à la partie qui répond à n — o, laquelle sera, en effectuant l’intégra¬ 
tion relative à co qui y est indiquée , et mettant pour R sa valeur , 




r’ sin Tf.fr. rdr • 

-- s — * sin r / \ • 


/ 1 sin! r fdr 

la somme S s’étendant à toutes les racines réelles et positives de l’é¬ 
quation (13)» où l’ on aura w = °> ce qui la réduit à 

[A/cos (//cos Où) — fl cosw sin (//cosco)] sin a> z=z o ; + 

équation qui devient, en effectuant l’intégration indiquée, et multipliant 
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tous les termes par { fl, 

(bl — i)sin / -f- fl cos fl — o. 

On en déduit 

, o / , I — bl 

sin P1 = ^ - , cos pl — — ■ • 

J yW-M*' — i)* 1 — i)* ’ 

d’où il résulte 

f o 1 sin'r f dr = -i. (/ /- sin / / cos / /) = -f /. . 

et par conséquent 

rg = -T S [yrJ'Æ/^ ) .‘) {fJ^rf-fr.rdr)e-“ ' 'sin r/] ; 


formule qui coïncide avec celle du premier Mémoire (*). 

Quel que soit l’état initial de la sphère, la température qui répond 
à son centre, doit toujours être indépendante de 0 et ^ , puisque ces 
angles ont leur sommet en ce point; et, en effet, dans le cas de r=o, 
il ne reste dans le second membre de l'équation (ip) , que les termes 
qui répondent à //=o, lesquels ne contiennent pas les variables 0 et 
La valeur de a relative à ce point, pourra se déduire de la formule pré¬ 
cédente , pourvu que l’on y remplace fr par ----- J'J'f [r, 0, sin0*/0<AJ, f 

ou, ce qui est la même chose, en y regardant fr comme exprimant la 
moyenne des températures initiales à la distance quelconque r du centre : 
dans le cas de r~ :o, cette formule donne , pour la température rela¬ 
tive au centre de la sphère, 


r _ 2 j> x r + [bl—iy (fl . r ■ \ -j 

^ — -+-*/(*/-,) [J o sin Tf.fr.rdrjfe J. 

[ 33 *] Si aucune des racines de l’équation (13) n’est égale à zéro, 
tous les termes de la valeur générale de a décroîtront indéfiniment à 


(*) Page 113 de ce volume. 
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mesure que le temps augmentera ; et après un temps plus ou moins 
considérable, la valeur entière de u sera sensiblement nulle, et tous les 
points de la sphère auront pris la température zéro quon a supposée 
être celle du milieu extérieur. Mais parmi tous les termes de la double 
série qui exprime la valeur de u , celui qui répond à la plus petite des 
racines de l’équation (13)» décroîtra moins rapidement que tous les 
autres, de telle sorte qu’au bout d’un certain temps il aura encore des 
valeurs sensibles, tous les autres étant déjà sensiblement nuis. A partir 
de cette époque, on pourra réduire la valeur de « à un seul terme; 
d’où il résultera que le temps continuant à croître par degrés égaux , 
les températures des points de la sphère décroîtront suivant une pro¬ 
gression géométrique, dont le rapport sera le même pour tous , et ne 
dépendra que de la matière du corps et de la nature de sa surface , et 
nullement de là distribution initiale de la chaleur. 

Lorsque zéro sera une des racines de l’équation (13), le terme cor¬ 
respondant de la valeur de u sera constant par rapport à t , et sa valeur 
entière tendra de plus en plus à se réduire à ce seul terme. Or , la 
racine ^none peut appartenir à lequation (13), à moins qu’on n’ait 
bl-\- n — o ; ce qui suppose n=z o et b = o, puisque b et n sont des 
quantités qui ne peuvent être négatives : cette circonstance n aura donc 
lieu que dans le cas où le rayonnement extérieur sera suppose nul ; 
cas dans lequel il est évident que tous les points de la sphère doivent 
tendre vers une température constante et égale à la moyenne de leurs 
températures initiales. 

Pour le vérifier, observons qu’on ne doit prendre que la moitié du 
terme, qui répond à f — o [n.° 25]; mais, d’un autre côté, dans le 
cas de bl-\-n = o, cette valeur de j> est une racine double de l’é¬ 
quation (13) ; H faudra donc répéter deux fois ce demi-terme. D’ailleurs, 
en faisant // — o et f = o, on aura 

R—ir, f l R 1 dr == , 

J° 3 

q> (0', ^') ~ 2 J'J~J~f{ T > 40 r*sinô dr db d\ ; 
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et le terme correspondant de u, ou la valeur finale de cette tempéra¬ 
ture, sera 

« = -jïjt fff’f(r, fl, 4) r' sin fl dr d 9 d\ ; 

ce qui est bien, en effet, la moyenne des températures initiales de tous 
les points de la sphère. 

Si le produit bl est très-petit, soit à raison du facteur b, soit à 
cause du rayon / de ia sphère, la plus petite valeur de fl , tirée de i’é- 
quation (13), sera aussi très-petite; elle répondra à n — o, et Ion 
trouvera pour sa valeur approchée 

f 1 = VJbl , OU f — j/ii. 

Dans le terme correspondant de a, le coefficient de l'exponentielle sera 
à très-peu près le même que si le produit fl était tout-à-fait nul ; sa 
valeur sera donc, comme dans le cas précédent, la moyenne de toutes 
les températures initiales; et en désignant, pour abréger, cette moyenne 
par A , la valeur finale de u exprimée par ce terme sera 

— } a 1 61 

n z=z A e 1 ; 

ce qui s’accorde avec la formule donnée dans le n.° 75 du premier 
Mémoire , et applicable à tous les corps de petites dimensions. Dans 
le cas où c est, en effet, le rayon / qui est très-petit, toutes les autres 
valeurs de / sont en raison inverse de l, et la valeur de u se réduit 
très-promptement à la précédente. 

[ 3 4-j résolution de l’équation (13) étant un des points princi¬ 
paux du calcul de la valeur a en série, il est bon d’entrer ici dans 
quelques détails sur sa forme et sur le calcul de ses racines. 

Eti faisant ctrro, Fx ~ s i n * , et mettant n à la place de i dans 
l’équation (12) du Mémoire précédent (*), on a 


(*) Page 246 de ce volume. 
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/ -, sin x j a ^ s * n * 

adct^ikx-^-'ysinx-hA^-j^ — \rA x x - 77 ^ 

. _ d n sin x \ 

:. -+-**—T*-)'• 


k désignant une constante dont la valeur ne dépend que de n, et . > 
A,, A,, 8 c c., étant une série de coefficiens dont le terme général, cor- 
respondant à l’indice quelconque i, est 

„.„ 1. n — 2.n — 3. n — i -W . ( — 2 )‘ _ . 

Ai' == - 2 n.2n—i.2n—2.2n-—l -+ 1.2.3...i 

Cette formule différenciée par rapport à *, et multipliée ensuite par 


— x, donne 


J'J sin (*cos») sin‘*' < " ucosutdu — kx~ l% *[(2/M-i) s*n* 

t- [znA,-l)x ^- + [( 2 »-.)^-^,]^ 44 

t _ d* sin x 

+-[(2 n—z)A,—A t ]x’ ■ J'"* - ..... ] v d K ' 

r " + 1 sin x “j 

d x-« J* 


— A a x" 


Si l’on fait x= fl dans ces deux formules, on aura, sous forme finie, 
les valeurs des deux parties de l’intégrale définie qui forme le premier 
membre de l’équation (i 3) : au moyen de ces valeurs, cette équation , 

multipliée par -L( f I )”* 1 , deviendra 

— [A,-h(6l— n-h^)A 6 ]/1 6 -+- .l sin W 

-H [i-*-{bl-n)A > ]-[A i +{ll-nA-i)A i }f'l' 

.j flcosfl—o. (20) 

Elle a alors l’avantage d’être écrite sous forme finie, sans le secours des 
intégrales définies ; et l’on peut aisément vérifier que, sous cette forme, 
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elle coïncide avec celle que M. Laplace a donnée (*) , en résolvant 
d’une autre manière le problème qui fait l’objet de ce §. 

Dans le cas de tizzzo', tous les coefficiens A x , A lt A if &c. , sont 
nuis, et cette équation se réduit à 

( bl — 1 ) sm fl fie os fl= o. 

Dans le cas de //= 1 , on a A l z=z — 1 ; tous les autres coefficiens sont 
nuis, et elle devient 

(bl — 2 -H f x /*) sin fl — (bl — 2) fl cos fl = o. 

Si l’on fait encore // = 2 , on aura A l =. — 1 , A x =-ÿ- ; les coeffi¬ 
ciens suivans seront nuis, et l’équation sera 

p/—3- y(bl —4) / a /*Jsin fl — [bl —3-f--^- f' l'~^ fl cos fl — o ; 

et ainsi de suite. 

Lorsque le produit bl sera donné numériquement, on trouvera par 
des essais les valeurs approchées des racines de ces diverses équations, 
en commençant par les plus petites ; et quand elles seront devenues 
très - grandes , on aura ces valeurs plus simplement de cette autre 
manière. 

Supposons que fl soit une très-grande quantité; et si 11 est aussi 
un très-grand nombre, supposons que la valeur de fl soit très-grande 
par rapport à 11: quoique les coefficiens A lt A lt A } , &c., forment 
une suite décroissante , et qu’ils soient très-petits quand ils répondent 
à un indice très-élevé, néanmoins le terme qui contient la plus haute 
puissance de fl dans i équation (20), sera très - grand par rapport à 
tous les autres, en sorte qu’on pourra le conserver seul dans une pre¬ 
mière approximation ; alors si n est pair, cette équation se réduira à 
(fl) x 1 , s\nflzzzo, et s’il est impair, à (//) lB+1 cos//=° î 0,1 au ra 

donc flz=zn 7r dans le premier cas, et ^>/ =-4"(i 2,; "+ _I ) 7r dans le 


H Additions à la Connaissants des temps pour l’année 1823 , page 251. 
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second ; n étant un très-grand nombre entier , afin que ia valeur de 
fl soit aussi très-grande. En faisant ensuite //=«'tt-+- et, ou //= 
i ( 7r-f-ct, substituant dans l’équation (20) et négligeant les 

puissances de cl supérieures à la première, on en tirera sans peine la 
valeur de ce; et ainsi de suite, par la méthode connue dès approxima¬ 
tions successives. 

[35.] On peut aussi mettre l’équation (13) sous une autre forme, 
qui ne suppose pas, comme la précédente, que n soit un nombre en¬ 
tier. Pour ce l'a soit fl—x, et faisons généralement 


sin 1 ”~ h ‘ cos ir o) J œ — Bir 


i étant un nombre entier et positif. En développant le premier membre 
de l’équation (13) suivant les puissances de x, on aura 

B 0 {bl-hn) — — i-B^bl-t-n-h 4 ) 77^4 &c - — °- 

D’ailleurs, en intégrant par parties , il vient 

B, = î£kl B -' — B à ’ 

ou*, ce qui est la meme chose , 

{2 n -+- 2 i —h 1 ) B i ( 2 / — I ) B , _ , ’r 

d’où l’on conclut 




1.3.5 


-- 2 i — I 


2//H-3-2n-t-5.2 n H- 2 I -+* I 


B 


Soit donc généralement 

_ + _ * __ C ; 

notre équation deviendra 

C 7 0 —7 C, -H y 1 C x — y } h- &c. — o , 
où l’on a fait, pour abréger, —2 y. Quoique de cette manière , elle 
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ne soit pas sous forme finie , sa forme sera cependant plus commode 
que celle du n.° précédent, pour la détermination approchée des racines 
qui ne sont pas très-grandes ; et a cause que les coelficiens Co> 

C x , C ]t &c., forment une série qui décroît avec une grande rapidité, 
on n’aura jamais besoin d’avoir egard qua un petit nombre des piemîers 
termes de cette équation. 

[36.] Parmi les racines de l’équation (13), la plus petite est celle 
qu’il importe le plus de connaître, puisque c’est d’elle que dépend la loi 
de température qui précède le refroidissement total de la sphère , or, 
quand le produit bl est très-grand , on peut démontrer que cette racine 
est très-peu différente de 7 r, et quelle répond à // = o. 

En effet, dans ce cas, l’équation (13) se réduit, à très-peu près, à 


J~* cos (fl cos «) sin 1B + ' « : 


les élémens de cette intégrale qui répondent à u et tt <*>, étant égaux 
et de même signe, on pourra se borner à la prendre, depuis o 

jusqu’à o) = — vr ; et si l’on fait, en outre, // — x et x cos w Z* 
on aura 


fy m cos Z j z = °- 

Si l’on supposait x< 4~7T, tous les élémens de cette intégrale seraient 
positifs, et l’intégrale ne serait pas nulle ; si la valeur de x- était com¬ 
prise entre et tt, ces élémens seraient positifs depuis z = ° jus¬ 
qu’à , et négatifs depuis ç — jusqu’à z~x; mais * 

étant une quantité positive et <x- tc , l’élément négatif qui répond 

à serait plus petit que l’élément positif qui répond à 

ç — — x , à cause du facteur ^1-; donc une valeur de x 

comprise dans le second quart de la circonférence , ne saurait non 
plus rendre nulle l’intégrale précédente; et si l’exposant n n est pas 
nul, il en sera de même à l’égard de la valeur particulière a—tt. Dans 

Rr 2 
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le cas de «~o, cette intégrale a pour valeur sin*; elle est donc 
nulle pour x = vr ; donc le produit bl élant très-grand, la plus petite 
racine de l’équation (13) répond à // = o , et sa valeur approchée est 
fl ~ 7 T. 

Pour en avoir, dans le même cas, une valeur plus approchée, nous 
ferons //= 7rH—substituant cette valeur dans l’équation (1 3), 
faisant 11=0 , et négligeant les termes qui ont bl pour diviseur, on aura 

( cl -f- tc ) J "* sin ( 7r cos ce) cos o) dcè = o ; 
d’où l’on tire et = — vr , et par conséquent 



[37.] Si nous réduisons la partie de ru qui répond à «= o [n.° 32], 
au seul terme correspondant à cette plus petite racine, le facteur sin fr 
qui varie avec r, deviendra 

t r t r vr r 

sin f r sin —j - yjr cos —• 

A la surface où l’on a rzzzl, le premier terme de cette valeur s’éva¬ 
nouit , et c’est pour cette raison qu’il est nécessaire de conserver le 
second terme ; mais dans le coefficient de sin j> r , on pourra se con¬ 
tenter de faire fl=vr; observant de plus que quand bl est très-grand, 
on a sensiblement 

-t- */(-*/ — 1) 

H- b ‘ P — 1 >' 

on aura, pour le terme demandé, 


— a x Tt x t 



formule dans laquelle fr représente la moyenne des températures ini¬ 
tiales à la distance r du centre de la sphère. 
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Supposons que, dans le produit bl, ce soit le facteur î qui soit très- 
grand, et considérons particulièrement les points de ia sphère dont la 
distance à ia surface est très - petite par rapport au rayon /. Soit x 
cette distance pour un de ces points; en faisant r=/— a-, nous aurons, 
à très-peu près , 

a % ir 1 t 

u J .rdr)c ‘‘ (l-+- 4 *); 

et si, par exemple, fr est une constante c, cette valeur de u deviendra 


2(1 -+- b x ) 
b l 


La température finale qui a fieu au centre de la sphère, ou qui ré¬ 
pond à r=o, aura pour valeur 

n fr.rdr)e~ r ■ 


elle sera très-grande par rapport à ia température correspondante de 
la surface : en comparant leurs valeurs, on voit que lune est à l’autre 
comme bl est à l’unité. 

II est bien entendu que ces diverses formules ne représenteront l’état 
de la sphère , que quand le temps sera devenu , non-seulement très- 
grand en lui-même, mais tel que a't surpasse V et en contienne plu¬ 
sieurs fois la valeur ; or, le rayon l étant supposé très-grand , étant, 
par exemple, égal à celui de la terre, ce ne sera qu’après un temps 
immense que la sphère parviendra à cet état final : jusque-là on ne 
pourra pas réduire ia formule (ip) à un seul terme; au contraire, cette 
double série sera très-peu convergente, tant que a\/t ne sera pas 
comparable à /; et l’on sera obligé d’en calculer un grand nombre de 
termes, pour en déduire la valeur approchée de //. Mais si l’on se borne 
à considérer les points de la sphère dont les distances à la surface 
sont très-petites par rapport au rayon, il est évident que leurs tem- 
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pératures devront être sensiblement les mêmes que si le rayon était 
tout-à-fait infini; en sorte qu'on pourra les déterminer en transformant 
la formule (19) en ce quelle devient à cette limite; ce qui rendra 
plus facile le calcul de leurs valeurs. Cela revient à remplacer la sphère 
par un corps terminé par un plan, et qui s’étend à l’infini dans tous 
les sens , d’un côté de ce plan. Nous avons donné pour un tel corps, 
dans le n.° 65 du premier Mémoire , l’expression des températures a 
un instant quelconque, lorsque les températures initiales 11e dépendent 
que de la distance à sa surface ; il est facile d’étendre cette expression 
au cas où les températures varient aussi d’une manière quelconque, 
parallèlement à la surface; et c’est ce que ïious ferons'dans le 1V. C 5. 
de ce Mémoire. 

[38.] Jusqu’ici nous avons supposé la sphère placée dans un milieu 
dont la température est constante et prise pour le zéro de l’échelle 
thermométrique ; nous allons maintenant examiner le cas où cette 
température est variable. Par un moyen semblable à celui que nous 
avons employé dans le 1V. C S- du premier Mémoire, on ramènera fa¬ 
cilement ce cas à celui que nous venons de traiter, soit que la tempé¬ 
rature extérieure varie d’un point a un autre de la surface sphérique, 
soit quelle varie en outre avec le temps d’une manière quelconque. 

Supposons d’abord que la quantité q du n.° 20 contienne un terme 
A e~ mt / dans lequel A et m sont des constantes par rapport au temps, 
qui peuvent dépendre l’une et fautre du nombre //. Nous représen¬ 
terons par Qe~ ml lê terme correspondant de la valeur de v, le coeffi¬ 
cient Q étant une fonction de r assujettie à devenir nulle, quand r^o; 
substituant ce terme à la place de v , dans l’équation (5), on aur3 


£_Q 

d r* 


n ( n -H 1 ) 


Q+-? r Q = o, 


et dans l’équation { 6 ), relative à la surface, il viendra 
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équations dont la première aura lieu pour toutes les vai'eurs de r, et la 
seconde seulement pour rin/. La valeur de Q se déduira évidemment 

de celle de R du n.° 27, en y faisant f , et la multipliant par 

une constante qui se déterminera au moyen de la dernière équation. 
De cette manière, on trouve, pour le terme de v que nous considérons, 

v = \ n -, • e ~ mt cos (”T“ cos ") a , ( 2 0 

où l’on a fait, pour abréger, 

/"[( 5 ^;;)cosf 4 - cos cos a> sin^—— cosc^J sin 1,M ' , « 

Chaque terme de la forme A e~ mt qui entrera dans la valeur de q , 
en produira un semblable au précédent dans la valeur de v ; or , si 
l’on donne à m des valeurs imaginaires, c’est-à-dire, si Ion change 
l’exponentielle en sinus et cosinus d’arcs réels, on pourra toujours re¬ 
présenter la valeur de q en fonction de t, par une somme de termes 
de cette nature, en composant cette somme d’un nombre infini d élé- 
mens infiniment petits [11. 0 35 du premier Mémoire] ; donc, quelle 
que soit cette fonction, 011 pourra former la valeur correspondante de 
y; d’où l’on conclura ensuite immédiatement la valeur de u [n. 20], 
ou du moins la portion de cette valeur qui répond aux variations de 
la température extérieure. Cette partie du problème peut donc se ré¬ 
soudre dans toute sa généralité, sans autre difficulté que la complica¬ 
tion des formules que l’on aurait à écrire : nous nous bornerons, dans 
les n.°* suivans, à donner un exemple du cas où la température exté¬ 
rieure varie avec le temps, et à traiter, d’une manière complète, le 
cas particulier où elle est constante pour chaque point de la surface, et 
ne varie qu’en passant d’un point à un autre. 

[39.] Prenons pour exemple le cas où la température extérieure est 
exprimée par 

Ç = ( h -d- g cos 1 ô ) sin ( <t / -1- * ) > 
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h, g, et et e étant des constantes données et indépendantes de G et •[. 
Par les propriétés connues des coefficiens dont P„ est le terme geneial, 
on aura 

q — fj Ç P n sin 0 d G d = 0 » 
excepté pour les deux valeurs particulières «r:o et «= 2, Pour ces 
deux cas, on a 

P o — i , P x — \ [cosG cosG'-f- sin G sinG' cos^ — V)]' r » 

et en effectuant les intégrations dont les limites sont 0 = o et G = '7T, 
= et ^=2 vr , on trouve 
q = 4 TT (h -4- -y g) sin , quand n = o; 

^ = i^£(3 COS 1 G' — i) sin (ce r-f- 0 * quand n = 2. 


On aura en meme temps 

/ T cos ( 4 =- COS «) sin « </* = Sin (-^--) , 

-t / r/ffl \ . 1 j ( a% r ^ m a r ^ m 

/. cos (4- cos «) «n» »</« = ^ U? s,n —- 77 » cos ~ 

-f sin th-) J" T sin s a d a ; 

3 a J J o 


appelant Af 0 et Af* les valeurs de M qui répondent à n — o et n — 2, 
on aura aussi 


IVm l Vm 

cos- 


M. = -£[(*/-■) 


]. 


I /m 


45 / 3 m /w» 

- ( (*■ 7 ~3) -f) ^ cos nr]. L ' sin ’“ d ' " : 


et en faisant successivement dans ces formules , m = et )/—i et 

m —_, nous aurons tous les élémens nécessaires pour former 

les valeurs de v, correspondantes à //mo et //~2 : changeant, dans 
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ces valeurs, G' en G, elles deviendront les valeurs de V. et K a , que 
ion substituera dans la formule (8) du n.° 20, pour avoir 1 expression 
de u quil s’agit d’obtenir, savoir : 

Cette expression sera encore très-compliquée ; elle n’aura d applica¬ 
tion utile que dans le cas où le rayon / sera très-grand, et où Ion ne 
considérera que des points qui ne soient pas très - éloignés de la sur¬ 
face, en sorte que leur distance au centre soit aussi très-grande ; nous 
nous contenterons donc de former la valeur de u dans cette hypothèse, 
qui est d’ailleurs très-propre à la simplifier. 

D’abord, à raison de la grandeur de r et /, nous aurons, à très-peu près, 


r Vm 


Mo 


Mi 


( rVm \ . , 


a 


1 - cos cù J sm a cia 1 = —- 

. . IVm 

V*n 

l Vm \ 

QQ g - J 

r ( 

b sin -- 

a 

^ a 

* / 


l 1 sin 


- Vm 


l r Vm \ . j , 


a 

( - - cos cù 1 sin cù d cù = — 


Vm lVm \ 

a r 3 

a COS û ) 


En faisant w = et )/— 1 , on a 1/m = ( 1 H- V ~~0 VT* > et S1 Ion 

r V~^* / V\ et 

néglige les exponentielles e a > e a > qui ont des exposans 
négatifs, et dont les valeurs sont insensibles dans notre hypothèse , 
on aura 


b sin 


r Vm 


IVm 


r Vï A 


■*~r 


(sinüÿî-t-y— cosüÿ 5 ) 

IVm 


1 - rj-a 


LVli I 1 /— 'VT* 

-e « {— yLa, cos - -- 


sin 1 V ±1 


-[b+ 2- sin LÛï —[2- 
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d où il résultera, en faisant disparaître les imaginaires aux dénomi¬ 
nateurs , 


“St/ T cos cos ")<« du = -i^lf o T cos(^- cos W )sin ! a »du 
-t- ( 4 - cos -H (j-t-f /fï) « 




où l’on a fait, pour abréger , 

0 * = -V-+--iéE.-M* f l—r—x. 

a a 

De ces résultats, et en ayant égard aux valeurs de q qui répondent 
à nzmo et « = 2, on conclut, entre les quantités V 0 et V x , la relation 


*■ _ g ( 3 cos* 9—0 y . 

5(3 h+g) 


donc, à cause que nous ne voulons considérer que des points voisins 
de la surface, pour lesquels r diffère très-peu de /, nous aurons 


h -H g cos 1 


V„; 


4 T/(A + fg) 

et il ne restera plus qu’à former la valeur de V„. 

Or, d’après l’équation (21), la valeur de V 0 qui répond à «?=«.]/—1 
et A — , sera 

V,= r^[cos(i^+e’) 




en faisant, pour simplifier , 


cos e , 


= sin e ' 
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Si l’on change le signe de dans cette valeur de V ot en en aura 

une seconde, qui, étant ajoutée à la première , donnera l’expression 
de cette quantité, correspondante à q = 4 vr (// -^r-yg) sin (et t -4- e) ; 
ce sera donc la valeur demandée de V Q ; et en la substituant dans celle 
de u, on aura définitivement 

u = e ~ X -^P sin (11) 

[ 4 .O.] Si l’on prend pour clî le moyen mouvement du soleil, et pour 
ô le complément de la latitude d’un lieu quelconque de la terre, et si 
l’on suppose que les trois constantes g, h et s étant convenablement 
déterminées , la formule £> = (//-+-# cos 1 ô) sin (et/-H e ) représente les 
variations annuelles de la température extérieure , en fonction de la 
latitude, l’équation (22) représentera les variations correspondantes de 
chaleur à différentes profondeurs. Les lois du décroissement de leur 
amplitude, à mesure que la profondeur augmente, et de la propagation 
du maximum de chaleur dans le sens de cette profondeur, seront, 
comme on voit, indépendantes de la latitude , et les mêmes que celles 
qui ont été énoncées dans le n.° 43 du premier Mémoire. On voit aussi 
que l’équation (22) , appliquée à une latitude determinee , coïncide 
avec celle que nous avons trouvée d’une autre manière dans ce Mémoire, 
ce qui peut servir à vérifier l’exactitude de nos calculs. 

Il existe, entre les époques du maximum de chaleur dans l’air et à 
différentes profondeurs dans l’intérieur de la terre, ainsi quentre les 
amplitudes des variations de températures, des relations fort simples 
qui seront utiles, soit pour vérifier la théorie, soit pour déterminer, 
en un lieu donné, les valeurs des quantités a et /« relatives à la ma¬ 
tière de la terre et au rayonnement de sa surface. En effet, si l’on dé¬ 
signe par A l’excès de la plus grande valeur de Ç sur la plus petite , 
c’est-à-dire, l’amplitude de la variation de température au dehors, on 
aura À= 2 [h-\-g cos* ô ) ; si l’on représente ensuite par à' la même 
quantité relativement à la surface de la terre, où l’on a v = o, la for- 

Ss 2 
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mule (22) donnera DX = b\\ d’où Ion conclut, en élevant au carre 
et remettant pour D sa valeur, 

ab\/'zÂ-\- a b 1 ) à'* = a 1 b* A*. 

Soit ensuite X l’amplitude des variations de température à la profon¬ 
deur a: ; en la comparant à celle qui répond à la surface, nous aurons 

A*/f^ 

X = A' * ~ 

Supposons encore qu’il s’écoule un intervalle de temps t entre le maxi¬ 
mum de la température extérieure et celui de la température de la terie 
à sa surface; l’époque du premier maximum sera déterminée par l’équa¬ 
tion si n (et M-e) =1 » et celle du second, par l’équation sini( et t cl t 
g — g')zzz 1 , que la précédente réduit à cos (ce/ 2 ) =: 1 9 ol * 

s j n (*/'__ e’) = o ; d’où Ion déduit, en remettant pour sine' et cose 

leurs valeurs ,. 

[a b -H l/T*) sin cLt' — -j/ictcoscc/ =0. 

Enfin, désignons par a l’intervalle de temps dont le maximum de chaleur 
à la profondeur a, suit le maximum à la surface ; le cosinus de l’arc et/— 

devra être égal à l'unité ; et comme nous devrons prendre la plus 
petite valeur de x' qui remplit cette condition , nous aurons 

, x/î* 

CL A - --— = O. 

a 

Les quantités A, à\ X, t' et x qui entrent dans ces quatre équa¬ 
tions, peuvent être déterminées avec exactitude en prenant les moyennes 
des résultats d’une longue suite d’observations faites dans un même lieu 
de la terre : deux de ces équations, les premières , par exemple, suffiront 
ensuite pour déterminer les valeurs de a et b, et les deux dernières 
serviront de vérification à la théorie. Il faut néanmoins observer que 
les circonstances locales, telles que la non-homogénéité de la terre 
près de sa surface, la variation du pouvoir rayonnant dans le voisinage 
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de l’endroit que Ion aura choisi, et la forme du terrain , doivent in¬ 
fluer sur la loi des variations de température dans le sens de la pro¬ 
fondeur; en sorte que s’il arrivait, dans quelques lieux, que ces équa¬ 
tions ne s’accordassent pas entre elles, il faudrait, avant den tirer 
aucune conséquence , examiner avec soin si les circonstances locales 
n’ont pas pu produire un tel résultat. 

En éliminant le produit ab entre la première et la troisième de ces 
quatre équations , et la quantité a entre la seconde et la quatrième, 
on obtient deux équations fort simples, qui ne contiennent plus que des 
données immédiates de l’observation , savoir : 

À ' x zzz A* ( 1 —sinact/')-, X = A' e~ CLX . 

Au reste, ces diverses équations conviennent non - seulement aux 
inégalités annuelles de la température , mais aussi à ses inégalités 
diurnes : on sera libre de prendre pour unité de temps la période en¬ 
tière de l’inégalité que l’on voudra considérer ; 011 aura alors ctz=: 27 r; 
et les temps t' et .y' devront être exprimés en fractions de l’année, s'il 
s’agit des variations annuelles, ou en fractions du jour, s’il s’agit des 
variations diurnes. 


[4 I.] Examinons présentement le cas où la température extérieure Ç 
ne dépend pas du temps et est exprimée par une fonction quelconque 
des angles 8 et^. La quantité q sera aussi indépendante de t; sa valeur 
ne dépendra que de // ; et la valeur correspondante de v se déduira de 
l’équation (21), en y faisant /fr = o , A = q, ce qui donne 

b q r"- 1 

V {b l + n) /"-* * 

Après avoir mis dans cette valeur, à la place de q, l’intégrale double 
que cette lettre représente , l’équation (8) du n.° 20 donnera 


■ = |r//t*.TfSr (t)’ '’.]<■ *">•' ; M 

désignant ce que devient £ quand on y remplace 8 et par 8 et 
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4/, les intégrales étant prises depuis ô'rzzo et r^’ = o jusqu’à 9 ' = ^ 
et 4 ^ :==2 ' 7r > et la somme X s’étendant à toutes les valeurs du nombre 
entier 11, depuis // = o jusqu’à n = oo. 

En ajoutant cette valeur de u au second nombre de l’équation (19), 
on aura, pour le cas que nous examinons, l’expression complète de la 
température à un instant quelconque; mais alors la fonction/ (r, 9 , 4 /), 
qui entre dans l’équation (19), ne représentera plus la loi des tempé¬ 
ratures initiales; et si l’on représente cette loi par F[r, 0 , -JL ), il faudra 
remplacer f(r, 9 , 44 P ar cette fonction F [r, 9 , 4 ") » diminuée de la 
valeur précédente de //. Tous les termes de la formule (19) continue¬ 
ront toujours de devenir insensibles après un intervalle de temps plus 
ou moins grand ; par conséquent, la formule (23) exprime la loi des 
températures invariables dont tous les points de la sphère s’approchent 
de plus en plus, et qu’ils atteignent, sans erreur sensible, après un 
temps suffisamment considérable. Lorsqu’il s’agira du sphéroïde terrestre, 
on devra prendre pour Ç la partie constante de la température exté¬ 
rieure , correspondante à un point quelconque de la surface, c’est-à-dire, 
la moyenne des températures variables de l’air qui s’observent pendant 
une ou plusieurs périodes de leurs variations. La formule (23) repré¬ 
sentera la température fixe d’un point quelconque de la terre, assez dis¬ 
tant de la surface pour que les variations périodiques soient sensiblement 
éteintes; ou bien encore, si On l’applique à des points plus rapprochés de 
la surface, ou à la surface même, elle fera connaître la partie constante 
de leurs températures, ou la moyenne de leurs températures variables. 

[ 42 .] Quand le rayon / est très-grand, comme dans le cas de la 
terre, et que l’on considère des points de la sphère dont la distance 
a la surface est très-petite par rapport à ce rayon, la fraction ~ dif¬ 
fère alors très-peu de l’unité ; mais, à cause que les valeurs du nombre 
« s’étendent jusqu’à l’infini , il n’est pas généralement permis de faire 

1 ( J ans l’expression du terme général de la série (23) ; et, pour 


MATHÉMATIQUE. j 2 t 

la même raison, on ny peut pas non plus mettre bl à la place de bl-\-n. 
Toutefois, il existe un cas fort étendu dans lequel ces réductions peuvent 
se faire sans produire d’erreur sensible : ce cas est celui où la tempéra¬ 
ture extérieure Ç est une fonction rationnelle et entière , et d’un degré 
quelconque, des trois quantités cosÔ , sin 0 sin ^ et sin 0 cos 4 ". En effet, 
d’après les propriétés connues de la fonction P „, on aura alors 

ff P n sin 0 ' d 0 ' d *4 = o r 

pour toutes les valeurs de // qui surpassent le degré de la fonction £ ; 
la série (23) ne sera donc composée, dans ce cas, que d’un nombre 
de termes fini et égal à ce degré; et les valeurs de ri étant ainsi limi¬ 
tées , on pourra faire ” = 1 , et mettre bl à la place de b !-{-n, 

dans le second membre de l’équation (23). De cette manière, on aura, 
à très-peu près , 

sin Vdi’AVi 

équation qui est la même chose que a = en vertu de la formule (1) 
de / Addition au premier Mémoire (*). Ainsi le rayon / étant très-grand 
et la température extérieure étant exprimée comme nous le supposons, 
la température fixe des points dont la distance à la surface est très- 
petite par rappoit a l, seia sensiblement la meme pour tous les points 
d’un même rayon, et égale à la température extérieure qui répond à 
son extrémité. 

Relativement à la terre, cette expression de la température exté¬ 
rieure convient aux variations de chaleur qui ont lieu de féquateur 
aux pôles , et qui ne sont sensibles que pour des points très-éloignés 
sur sa surface. Ces variations ne sauraient donc produire, sur chaque 
verticale, aucun accroissement appréciable de température dans le sens 
de la profondeur, pourvu que la distance à la surface soit une très- 


(*) Page 148 de ce volume. 
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petite fraction du rayon terrestre, ce qui a effectivement lieu pour 
■ tous’les endroits souterrains ou les observations thermometr.ques peu¬ 
vent s’étendre. Mais, indépendamment de cette diversité e tempera 
tures des différens lieux de la terre, il arrive encore, par des circons¬ 
tances locales, que la chaleur de sa surface et celle de lair en contact 
avec elle varient quelquefois d’une manière sensible, dans une c 
très-peu considérable ; or, cette sorte de variations influe sur la loi 
des températures fixes dans le sens de la profondeur ; et pour en con¬ 
naître l’influence , il est nécessaire de ne point alterei a va eur c 
donnée par l’équation (23); c’est pourquoi nous allons-transformer la 
série qui la représente, en une intégrale définie qui exprimera sa valeur 

exacte- n q r ° 1 

[ 43 *] D'après la signification des coefficiens P oi c c * L n ’ 


nous avons 


2 r 

- T~P 




en faisant, pour abrège 


P — cos e cos 6' -+- sin 6 sin 6' cos ( 4 -— 4 '')- 
En combinant cette somme avec sa différentielle par rapport a r, on 
en déduit 

s (* fl -t-1) (—) p *= (i . _ apr ^71T’ 

mettant dans cette équation r,- à la place de r, multipliant ses deux 
membres par <*/'- </*, « ^ intégrant ensuite depuis <t _ o jusqu a 
ot = i * il vient 

Uil / r \n r, r' HP—* 1 r 1 )* 61 ' 1 . 


0 (tÏ r- 


-J ) fjry p _ f" /(/*-*’ T 1 )*”'' d*_ , 
•n \l 1 n J 0 ( l x —2 p r la -H r 2 a. 1 ) - 


substituant donc cette valeur dans l’équation (23), nous aurons 

b i l r f C y*— a '**}*"'' ^ 

• W 4 T J J J (/* —' Z P r l * ■+■ r * 4 *)‘ 
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et cette formule servira à calculer la température fixe du point quel- - 
conque de la sphère, déterminé par les trois coordonnées polaires r, 

0 et 4* 

Au centre , où l’on a r=o , cette valeur de u se réduit à 

K = Tr//Ç' sin9 ' dV d ^'\ 

ce qui montre que la température fixe du centre est égale à la moyenne 
des températures extérieures qui répondent à tous les points de la sur¬ 
face. 

Si la température extérieure est indépendante des angles 0 et 4 * et 
égale à une constante c, il est évident que la température fixe d un 
point quelconque de la sphère devra aussi être égale à c. C’est ce que 
donne immédiatement l’équation (23), en y faisant £ ? ' = c, et obser¬ 
vant quon a 

yy' P„ sin 0' dû' d\' r=r o , 

pour toutes les valeurs de n, excepté rt = o , ce qui réduit cette équa¬ 
tion à 

u z=: -S — yy P o sin 0 ' d§ r d 4 ' — c. 

Pour vérifier que lequation (24) donne le même résultat, nous ferons 
passer le rayon fixe d’où ion compte l’angle 0 , par le point de la sphère 
pour lequel il s’agit de calculer la valeur de u; nous aurons alors 0 = o, 
p = cos0 / , et en faisant ~c, il viendra 

bel 1 ff P (/* — CL 1 r M )&*’-' sine 1 dV d\' d* 

4 ^ (/* — zrl cl cos G' +r , <t , )T 

Les intégrations relatives à 0 ' et 4 * s’effectuent immédiatement; en 
prenant ces intégrales depuis 4 ,;==0 » 0~o, jusqu’à , 0 z=7r, 

on a 
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: idf B 1 [(/-H*r) ^'-(l-*r) *"-]■£■ =zlctfj U=r ; 


ce qu’il s’agissait de vérifier, 

[ 44 -] Pour appliquer l'équation (24) au cas où le rayon est très- 
grand et doit être traité comme infini, nous ferons 
h , d h . 

* = 1 — / » « * =- T 9 

les valeurs de h correspondantes aux limites cl = o et a,= 1 de 1 in¬ 
tégrale relative à cl, seront /iz=zl=oo et hz=. o; et en faisant l-=oo » 
on aura 


CL 


i/-. 



t)‘ 


e 


-bh 


Soit en outre r=:J —£ , iüzzzs, Ib'zzns' ; il en résultera, en déve¬ 
loppant les puissances de j et /, et supprimant les termes divisés par 
des puissances de /, 

(/* — cl* r x ) / sin 0' d§' ■=. 2 [h -H l) s d s , 

V — zrl<Lp-\-r' au — jj'cos^— *» 

l’intégrale relative à s devra aussi être prise depuis s zzzo jusqu à s =: 
ir l=oo y et l’équation (24) deviendra 

_ b f'f'f' ( h -f- £ ) e~ th Ç 1 s' d s' d d h 

2 * JJ J [■(/* -*-zY -w" — 2ss> cos (4 — 4'*)]* 

Dans la sphère du rayon /, la variable s-=lü aurait représenté l’arc 
de grand cercle tracé sur la surface et compris entre l’extrémité du rayon 
fixe d’où l’on compte l’angle 8 et celle du rayon variable qui répond à 
cet angle ; à la limite 1 = 00 t la sphère se change en un corps ter¬ 
miné par un plan indéfini, et qui s’étend aussi indéfiniment d’un côté 
de ce plan ; et ces deux rayons deviennent deux perpendiculaires à ce 
plan, dont la variable s exprime alors la distance mutuelle. Le point 
auquel appartient la température fixe u, est maintenant déterminé par 
les trois coordonnées s et *[/, savoir, sa distance s au plan qui ter- 
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mine le corps, et les deux coordonnées polaires de sa projection sur ce 
plan, c’est-à-dire, la ligne s qui joint cette projection et un point fixe 
choisi arbitrairement sur ce plan, et l’angle ^ compris entre cette ligne 
et une droite menée arbitrairement par le point fixe et dans ce meme 
plan. La quantité Ç est la température extérieure qui répond à cette 
projection ; elle est censée donnée en fonction de s et ^ , et la quan¬ 
tité Ç' est la même fonction de s' et •>{/. 

Lorsque la température est devenue invariable en chaque point de 
ia sphère, 011 a = o , ce qui réJuit l’équation (1) du n.° 19, à 

d 1 u d 1 u d 1 u 

—j — 1 —I— -j—i -1 —j — 0 » 

a x a y a z 

la valeur précédente de u doit Jonc satisfaire à cette équation ; et , en 
effet, si Ion remplace les coordonnées polaires s et ^ P ar des coordon¬ 
nées droites x et y , c’est-à-dire, si l’on fait s cos ^ 1= x, jsinJ/=9’, 
et de même / cos 4 /—x , / sin , 011 aura 

s ds z=.dx dy l , j* — \-s % —2j/cos(-J/—*s|/)=zz(tf— x') 1 -+- [y—y ) x ; 
la valeur de u deviendra 

b d. e - lh Ç' d x' dy dh _ 

“ — TT-dTjJJ + + ’ 

et l’on vérifie par la substitution immédiate, quelle rend identique l’équa¬ 
tion précédente. 

[ 45 >] On simplifiera la valeur précédente de u , en prenant pour 
centre des coordonnées s et , la projection même du point du corps 
dont on veut calculer la température. On aura alors ; et si l’on 

fait 

f. tw ^ d \' — 2 *■/*'» 

en sorte que fs' soit la moyenne des températures extérieures qui ont 
lieu à la distance s de cette projection, la valeur de u deviendra 

T t 2 
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■ £) e ~ bh f s> • s ds dh 


{'h+zY -+- s ' 1 ]7 


(- 5 ) 


On voit par cette expression que la température fixe des points dit 
corps variera avec leur distance £ à sa surface , et que la loi de ces 
variations dépendra de celle des températures extérieures » ou de la 
forme de Ja fonction fs'. On voit aussi que la température fixe de 
chaque point de la surface, ou la valeur de u qui répond à j —o, 
différera de la température correspondance du milieu extérieur : celle-cr 
est la valeur de Ç ' qui répond à s z=zo , ou , ce qui est la même chose , 
elle est égale à la valeur de fs pour s f — o, laquelle valeur sera plus 
petite ou plus grande que celle de u r et en différera plus ou moins 
suivant la forme de la fonction fs , et la grandeur de la constante b 
qui mesure le rayonnement de la surface. Si les variations de celte 
fonction 11e sont sensibles qu'à de très-grandes distances du point de la 
surface que l’on. considère, elles n’auront pas d’influence sur la loi des 
températures dans le sens de la profondeur , ainsi qu’on peut s’en as¬ 
surer, en considérant la fraction qui multiplie fs sous les signes d’in¬ 
tégration, et dont les valeurs sont très-petites et peuvent être négligées, 
quand la variable s est devenue très-grande. Si la quantité fs est ri¬ 
goureusement constante et représentée par c, la valeur de u sera aussi 
constante et égale à c ; car, on aura alors 


u=be r 00 ( r 00 )s ds A e- iA dh—bc r°° 

Jà [Jo W]ï J Jo 

Il est encore bon de vérifier que l’expression de u satisfait à l’équa¬ 
tion (3) relative à la surface [n.° 19}, laquelle devient 

— b ( u —g) = ° ► 

en y faisant — z> et représentant par g fa valeur de qui ré>- 

pond à j=o, ou de Ç' pour j' = o : comme cette quantité doit 

devenir en même temps indépendante de 4/on aura Q d-\! 
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— l'Ttgy et par conséquent fs —g, pour s'=. o. En intégrant par partie 
relativement à h, la valeur de 11 deviendra 


_ / r 00 fs'.s' ds 


u = h f 


tj_ _ r r e- tk fs'.s' ds' dh 

1 ) 2 [( ^ ■+■ s) a s ‘ x ]* 


d’où Ton conclut 


d u -, . /- OO f s' . z s' d s' 

— - l)U = b / ----r— 

Or, la quantité comprise sous cette intégrale devient nulle pour 3— n 
excepté pour j'= o , cas dans lequel elle devient infinie : nous en 
déterminerons donc la valeur, comme nous l’avons pratiqué dans tous 
les cas semblables, en regardant 3 et s' comme des quantités infini¬ 
ment petites; nous ferons s' tout-à-fait nulle dans fs , il en résultera 
d’abord 


,U——hg f-- 

J (z 


et cette intégrale étant nulle en même temps que 3, pour toute valeur 
finie de s , il sera permis de l’étendre, sans en altérer la valeur, depuis 
j — o jusqu’à s =00 ; on aura alors 


et par conséquent - bu — — b g ; ce qu’il s’agissait de vérifier. 


[ 46 .] Dans les applications qu’on pourra faire de la formule (25) 
au sphéroïde terrestre, il sera nécessaire de connaître la valeur de la 
quantité à, et de la supposer constante à cette surface, ou du moins 
de supposer quelle ne varie pas sensiblement dans le voisinage du 
point de cette surface que l’on aura choisi : mais on s’affranchira de 
cette hypothèse, et Ion n’aura pas besoin de connaître la valeur de b, 
si, au lieu de chercher la relation qui existe entre la température ex¬ 
térieure et celle de la sphere à différentes profondeurs , on considère 
la relation qui a lieu entre les températures de la terre à la surface 
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meme et à une profondeur donnée. Dans ce cas, il faudra considérer 
tous les points de la surface comme entretenus forcément à des tempé¬ 
ratures fixes et données; en représentant alors par Ç la température 
du point quelconque qui répond aux deux coordonnées j et *v|/, le- 
quation de condition relative à la surface devra se réduire à ce 

qui aura effectivement lieu, si l’on y fait Æ:=oo. Ce nouveau cas est 
donc compris dans celui que nous avons considéré; et la formule (25) 
s’y appliquera également, en y donnant à b une valeur infinie. Or, à 
cette limite, le facteur e~ i,k , contenu sous les signes d’intégration, sera 
nul pour toute valeur finie de h; on pourra donc supprimer h dans 
la quantité multipliée par cette exponentielle ; observant ensuite que 

l’on a b f°° e~ bh dh = 1 , la formule (25) deviendra 



fs' .is'ds' 

(r -h s'* )» 


I ✓'OO /-2T ^Ç's'ds'd^' 


Cette expression de la température fixe à une profondeur quel¬ 
conque, d’après celle de la surface, a l’avantage de ne contenir aucune 
quantité dépendant de la nature du terrain, ni du rayonnement de la 
surface. Dans la pratique, on déterminera, par la méthode des quadra¬ 
tures, la valeur approchée de cette intégrale double, au moyen d’un 
certain nombre de valeurs particulières de la quantité Ç : on prendra 


pour chacune de ces valeurs la moyenne des températures de la sur¬ 
face, observées pendant un long intervalle de temps, et marquées par 


un thermomètre dont la boule sera très-peu enfoncée dans l’intérieur de 
la terre ; la valeur de u, ainsi calculée pour une valeur donnée de 1 , 


exprimera la température fixe qui répond à cette profondeur, ou la 
moyenne des températures variables ; et le résultat du calcul ne diffé¬ 
rera pas de la moyenne observée à la même profondeur £, si la terre 
est, en effet, parvenue dans sa couche extérieure à un état permanent 


de température. 


On peut remarquer que la valeur de a à une profondeur quelconque, 
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sera toujours comprise entre la plus haute et la plus basse température 
de la surface; car si Ion désigne par m la plus grande valeur de , 
on aura évidemment 

m /~oo 7s ds' d-L' 

u< - / / . 

2 V J o J O ( £* -H ) * 9 

quantité égale à ni, en effectuant les intégrations ; et de même à l’égard 
de la plus petite valeur de Ç 


§. III/ 

Distribution de la Chaleur dans un Cylindre homogène, primiti¬ 
vement échauffé d'une manière quelconque . 

[47*] Nous supposerons qu’il s’agisse d’un cylindre droit à base 
circulaire; nous désignerons sa hauteur, ou la longueur de son axe, 
par 2 1 , et le rayon de sa base par A; et pour appliquer «à ce nouveau 
cas l’équation (1) du n.° 19, nous placerons l’origine des coordonées 
x, y, £, au milieu de l’axe de ce cylindre, que nous prendrons pour 
l’axe des x; appelant ensuite s la perpendiculaire abaissée d’un point 
quelconque du cylindre sur ce même axe, et ^ l’angle compris entre 
le plan de ces deux droites et celui des x, y, nous aurons 

y = s cos 4' , •/ = £*-! y 1 » 4 = arc ( tai\g rz:y-) ; 

tous les points du cylindre seront déterminés par les trois coordonnées 
x, s, 4'» en étendant les valeurs de .y, depuis — / jusqu’à ,vrz+/, 
celles de s depuis 5=0 jusqu a jzzA, et celles de ^ depuis = o 
jusqu’à 4 '— *** désignant, à l’ordinaire, la demi-circonférence 

pour le rayon égal à l’unité. En conservant la variable .v, et substituant 
s et 4 à y et on aura 
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d u 

d u 

y d v 1 

d u _ d u 

Z_ . d u y 


d'y 

d s 

s » 

d l d s 

5 d £ i 1 » 


d 1 u 

d x u 

y dl “ y z 

| d ' U f _L_ 

du z 1 du 

zy 

dy 

d s x 

s* z dsd\ s* 

^ d\‘ S* ^ 

d s s 3 " ^ ~ d 4 

S 3 » 

d 1 u 

d'u 

z 1 , , dx u y z 

1 d ‘ U ^ 1 

du y 1 du 

zy 

d Z 

d 5* 

' s 1 d s d\ S i 

' d\ l J* ‘ 

~T7 T f 1 ~T\ 

s 3 > 


par conséquent, l’équation (i) deviendra 


d u 

t / 

r d 1 u 

d 1 « . JL 

d u 


I tf H 

~TT = a 


CîTg H “ 

d s x ^ s 

d s 


J 1 t/ 4 * 

ou , ce qui nous 

sera plus 

commode , 




d .u Vs 

.2 

[ d x .u Vs 

d 1 .u Vs 

1_1 

u Vs 

H- 

d 1 .1/ /j \ 

d t 

\ dx> 

d s 2 

H 4 ^ 


j* t/ 4 1 ) • 


Cette équation peut aussi se déduire de l’équation (2) qui nous a 
servi dans le S- précédent, en transportant le centre d’où partent les 
rayons r, à une distance infinie du corps que l’on considère. En effet, 
soit d’abord rz=zc — * , c0 = s , c étant une constante quelconque ; 
l’équation (1) deviendra 


*■> 

1 

t: 

1 

—1 

«v. 

1 

R 

^fsin ’ ‘M'-’OM 

L d *' N‘ s in-i- 

" V t: d s ) 

d s 

1 

d x .(c—x)u q . 

{c —x)* sin*-^- 

—1 

-h 

'R 


je divise tous ses termes par c, je substitue à la place de sin — , son 

développement - ^' 7 - 4 - &c., puis je fais c — 00 : pour cette 

valeur de c, les variables x, s et -J- exprimeront les coordonnées dont 
nous voulons faire usage , et cette équation se réduira à 


d u 

d t 


a 1 


(■ 


d 1 u 
d x 1 


d. S — 


d u 
d s 


ce qui coïncide avec le résultat précédent. 
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[48.] Pour simplifier la question, nous supposerons le cylindre 
placé dans un milieu dont la température est constante, et nous pren¬ 
drons cette température pour le zéro de l’échelle thermométrique ; en 
appliquant alors l’équation générale du n.° 10 à la surface latérale de 

notre cylindre, et faisant £ o , = b, nous aurons 

d u , 

—,— + o ; 

a s 

équation qui aura lieu pour la valeur particulière s = A, et pourra se 
changer en celle-ci : 


Les deux 
x 


~-'j — -fr) " V* = °- ( 2 7 ) 

bases du cylindre répondent, l’une à x — -f- / et l’autre 


— /; nous représenterons les équations qui sy rapportent par 

/ 3 'a = o; (28) 


d il n 

- 7 -+tiu = o, 


d u 

TV 


la première ayant lieu pour x = -hl, la seconde pour xzzz — /. 

Les coefficiens b, fi et fi' seront des quantités données, que nous 
regarderons comme indépendantes du temps et des variables j et 
ce qui suppose que le rayonnement de la surface convexe et des deux 
hases, conserve constamment la même intensité, et qu’il est le même 
dans toute l’étendue de chacune de ces trois surfaces , quoiqu’il diffère 
d’une surface à l’autre. 

[ 49 ’] Désignons maintenant par n un nombre entier et positif ou 
zéro, par 4 un angle constant quelconque, et faisons 

f o u i/ j cos n (4—4') d 4 = v ‘ 

En intégrant deux fois de suite par partie, on aura 

f 1 jV cos ” (4-—4V4 COS « (4 — 4') + »»/««» (4 — 4' ) 

— n’ J u y/s cos n (4 — 40 ; 

Vv 


XIX.’ Cahier. 
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aux deux limites 4 ===0 et 4 — 2 7r, chacun des termes compris hors 
du signe / prendra la meme valeur ; car ces deux valeurs de 4 " rc ~ 
pondant au même point du cylindre, les valeurs de u qui leur corres¬ 
pondent doivent être égales entre elles, ainsi que les valeurs de j 

d’ailleurs il en est de même évidemment à l’égard de cos «( 4 — 4 ) et 
sin//(4— 4/), puisque n est un nombre entier: passant donc à 1 in¬ 
tégrale définie, 011.aura simplement 


//’ cos // (4 — 4 /') d\ = — 1*“ V. 

II résulte de là que si l’on intègre tous les termes de I équation (26), 
depuis 4 = 0 jusqu’à 4 = 2 ^ » après les avoir multipliés par 
cos// (4 — 4') <l\ , on obtiendra 


d v 
d t 


r d 1 v 

= a bnr 


+ 


d x v 
d s 1 



— 4 •»* ) q ; 


( 2 p) 


et en même temps les équations (27) et (28) , traitées de la même ma- 
nière , deviendront 


' )v=o, 
d s ^ \ 2 x y 

pour s — A ; 


H-/3 r = 0, 

d X 

pour x — / ; 

/ ( 3 °) 

d v 

-- fi V = O , 

d x . 

pour x = — /. 

) 


Il existe sans doute d’autres valeurs de u en fonction de 4 > qui sa- 
tisfont aux équations (2 6), (27) et (28), et ne sont pas égales pour 
4_ 0 e t 4 = 2 TT : pour ces valeurs de u , l’équation (29) n’a pas 
lieu : mais nous devons en faire abstraction comme étant étrangères 
à la question qui nous occupe. De cette manière, nous n’aurons plus 
à considérer la variable 4» qui n’entre pas dans les équations (29) et 
(30) qu’il s’agira de résoudre. La valeur de v, quand elle sera complè¬ 
tement déterminée par le moyen de ces équations et de l’état initial 
du cylindre, renfermera, outre les variables x, s et t , Iangle 4 et le 
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nombre n ; or, si l’on y change en , et que l’on désigne ce quelle 
devient par V„, on en conclura la valeur de. u\/s, en fonction de 4 ^» s > 
x et t, au moyen de la formule^) de l ’Addition au premier Mémoire(*), 
suivant laquelle on aura 

"1A = ^ + ( 3 0 

la somme S s’étendant à toutes les valeurs du nombre entier n, depuis 
n — i jusqu a //z=oo. 

[yO.] La manière dont les variables .y et s entrent dans les équa¬ 
tions (29) et (30), permet de les considérer successivement, et de faire 
d’abord abstraction de x , qu’il sera facile ensuite de rétablir dans la 
valeur de u en fonction de s et /. Cela revient à traiter, en premier lieu, 
le cas particulier oit la distribution de la chaleur est la même dans 
toutes les sections du cylindre perpendiculaires à son axe, et où l’on 
suppose /= 00; en sorte que le cylindre se prolonge indéfiniment de 
part et d’autre de l’origine des x : dans ce cas, la valeur de v est indé¬ 
pendante de cette variable, l’équation (29) se réduit à 


d v 
~ 




( 3 2 ) 


et l’on n’a plus besoin d’avoir égard aux deux dernières équations (30). 

Il faudra joindre à la première de ces trois équations, la condition 
v —o, quand s = o, nécessaire pour que la température u ne devienne 
pas infinie dans l’axe du cylindre : or , si la valeur de v doit s’éva¬ 
nouir avec s , à plus forte raison faudra-t-il en rejeter la partie qui 
deviendrait au contraire infinie pour j = o ; mais alors, d’après ce 
qu’on a trouvé dans le n.° 18 du Mémoire précédent, l’intégrale com¬ 
plète de l’équation (32) se réduit à 


' = s"* ^ \_Jl ^ (* r co .s & -t- 2 a cl Y't) sin** co da> J e a 'da 


(*) Page 156 de ce volume. 


Vv 2 
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<P indiquant une fonction arbitraire, et e étant à l’ordinaire la base des 
logarithmes népériens. La condition v = o, quand jzzzo , se trouve, 
comme on voit, remplie par cette expression de v; il reste donc à satis¬ 
faire à la première équation (30) , et à éliminer la fonction cp pour la 
remplacer par celle qui exprime la loi des températures initiales du cy¬ 
lindre. Mais on peut remarquer que l’équation précédente , l’équation 
(j 2 ) et la première équation (30) se déduisent des équations analogues 
dans le problème de la sphère , c’est-à-dire , de l’expression de v du 
n.° 2 1 , et des équations (5) et (7) du n.° 20, en mettant dans celles-ci 
s, À, 11 - - et b -»• respectivement à la place de r, l, n et b; 

d’où nous pouvons conclure que , sans qu’on ait besoin de faire aucun 
nouveau calcul, la valeur de v, qu’il s’agit maintenant d'obtenir, se dé¬ 
duira de la première valeur de v du n.° 3 1 , par les mêmes substitu¬ 
tions. Ainsi, en employant en outre la lettre h à la place de / , nous 
aurons 


v =1 2 


I n 


R Fs ds 


s: 


R'ds 


a ' h 1 \fo C0S ( S h C0S U ) •! 


dcù 


expression dans laquelle Fs représente la valeur initiale de v , où l’on 
a [n.° 27] 


R s n ^ * J ^ cos [sh cos où) sin*" u d où ; 

et où la somme 2 s’étend à toutes les valeurs réelles et positives de h 
données par l’équation (n.° 26) 


fj[{ b A-+-«)cos(/;Acos«)-/iAcos «sin(^Àcosw)] sin lM ce du zz: o , (33) 


en réduisant à moitié le terme de cette somme qui répond à h — r> 
En même temps, 1 équation (18) du n.° 30, qui nous sera utile pour le 
calcul de i’intégralej/^ R 1 ds , deviendra 


MATHÉMATIQUE. 5.4., 

Jo ^ 1 ^ s ~~ThT^Jl cos (Æà cos où) sin zn a> d où , 
et la quantité M quelle renferme aura pour valeur 

M~f 0 [ (Æà-hm- 1 ) sin (//Àcoscc))-f-^Acos«cos(^Àços a>) ] sin 1 w &> cos« dco. 

[ 5 1 -] Cela posé, si nous représentons par f(s, ^), la valeur 
initiale de u, ou la loi des températures primitives dans chaque section 
u cylindre, perpendiculaire à son axe, nous aurons 

v = Fs= ]A/ o f( s> 4) co s n (-vj/ —%[/') d\ t 

pour t o , substituant cette valeur de Fs dans l’expression de v à un 
instant quelconque, et échangeant entre eux les angles ^ et J/, nous 
aurons la valeur de V n , savoir : 

j:u? f(s, 4 " ) cos n ( 4 /> — •-J') J R -j/j d s 

T^FJs “ 

J O 



e h 1 f 0 cos (sh cos a) s”* * sin 1 ”a> daj . 

au moyen de quoi la formule (31) donnera immédiatement la valeur 
de « en fonction de , et /. On peut, dans cette formule, réunir à 
la somme S le terme relatif à F 0 ; nous aurons alors 


u = — 22 


/(■?> 4'J cos »(4>' —4 ) ^ 4 , ] R j/j ds 

^ Io Rlds 

Jo cos (s/i cosa)s" siil‘"a ! (j 4 ) 


en etendant la somme relative an . 

_ r , . , au nombre entier n, depuis //=: o jusqu'a 

11 — 00, sauf a réduire a moitié dq„ c f, a ri _ , 1 

, lle » dans la double somme S, les termes 

correspondant a «=o, aussi bien que ceux qui repondent à i =0 
de sorte que ie terme qui répondra à -la-fois à h = o et „ = 0 J 
trouvera réduit au quart de sa valeur. * 
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On reconnaît immédiatement que cette valeur de a devient, comme 
cela doit être, indépendante de l'angle 4, soit quand on y fait s=o. 
soit lorsque sa valeur initiale est une simple fonction de a. On s’as¬ 
surera aussi, par un calcul semblable à celui du n." 33, quelle devient 
sensiblement égale, après un certain temps, à la moyenne de toutes 
les températures initiales de chaque section, lorsqu’on a b=o, cest- 
à-dire, lorsqu'on suppose nul le rayonnement de la surface du cylindre 
que l’on considère. Enfin, si l’on y fait /=o. elle se changera en 
J'{s, • 4 /); et l’on aura ainsi une nouvelle expression d’une fonction de 
deux variables , qui représentera cette fonction pour toutes les valeurs 
de s et de 4-, depuis s = o et 4 = o , jusqu’à r = oo et 4 = 27r > 
sauf les restrictions semblables à celles qui ont été énoncées à la fin 
du n.° 31. 

[52.] En combinant l’équation ( 34) avec les formules de mon pre¬ 
mier Mémoire, on exprimera sans peine la loi des températures a un 
instant quelconque, dans un cylindre d’une longueur donnée, primi¬ 
tivement échauffé d’une manière tout-à-fait arbitraire. Dans ce cas 
général, la fonction qui exprime la loi des températures initiales, dé¬ 
pendra des trois variables x, r et 4 ; elle sera donnée pour toutes les 

valeurs comprises depuis x— F s — o, 4 °’ j lis |l u ^ A 

s —\ t et nous la représenterons par /(*, s, 44 . en sorte 

qu’on ait 

u — f (x , s , 4 ). 

quand t = 0 . Soit aussi F(x, s, 4 , t), ce que devient le second 
membre de l’équation (3 44 lorsqu’on y met/(x, r, 4 ') à la place de 
/(r, 4/) , ou, autrement dit, faisons , pour abréger , 

J~ x £ J~ f(x,s, 4 ') cos n ( 4—4 ) ] R V s 

j : *■ 

e ~* %kXt f * cos cosù> ) * n s* 11 *" u | ; 
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nous pourrons regarder cette fonction comme connue pour toutes les 
valeurs de /, et pour toutes les valeurs précédentes de .v, s et J/ ; et de 
plus , elle se réduira à f[x, s, dans le cas de t = o. Or , si nous 

prenons 

u — ~hr /-Z e ~*‘ s, 4 , t) j a,, 

il est évident que cette valeur de u satisfera à l’équation (26) dans toute 
sa généralité , a 1 équation (27) P ollr s ~~ A , et à la condition 
u —/(*, s > 4) » ( 3 l,an d x = o; par conséquent, si le cylindre se pro¬ 
longe a 1 infini de part et d’autre de l’origine des .v, ou qu’011 ait 
I = oo, cette formule renfermera la solution complète du problème, 
puisque alors on 11’aura pas à considérer les équations (28) , relatives 
aux deux extrémités de ce corps. Mais quand le cylindre aura une lon¬ 
gueur donnée, il faudra encore satisfaire aux deux équations (28); et 
en vertu de ces équations, la valeur précédente de u se transformera, 
coinme on l’a vu dans mon premier Mémoire [n. os 16-19], en celle-ci : 
u — s ^ P co* J> * h- Q «n j> * j 9 

ou Ton a fait, pour abréger, 

[ 2 // —/sin il f —/ 3 / 3 '—/ 1 J | F(x, s, /)côs fxdx 

“MÆ— fi) / f__iF[x s, 4,, f) sin fx' dx' = P , 
^*)cos2/^—^sin ^ /) sîn f x'dx 

-f -(/3 — / 3 ') F(x, s, 4 , t) cos j>x'dx=z Q, 

[/3h-/3'-+-2/(/3/3'— f t )]cosx/f— ■[2H-2/(/3-+-/3 , )]/sin 2// = R; 

et dans laquelle la somme X s’étendra à toutes les valeurs réelles et 
positives de /, tirées de l’équation : 

(/ 3/3 / l ) sin 21f -f- (/3 -+- fi') f cos 2 / f = o , 

le terme correspondant à j> = o devant être réduit à moitié. 
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De cette manière, nous avons la solution la plus générale du pro¬ 
blème que nous nous proposions de résoudre. La loi des températures à 
un instant quelconque, dans un cylindre primitivement échauffé d’une 
manière arbitraire, est, comme on voit, très-compliquee; ce qui tient 
sans doute à la nature et à la grande généralité de la question ; car il 
ne paraît pas qu’on puisse réduire à une forme plus simple l’expression 
générale de u en fonction de s, et f, que nous venons d’obtenir. 

Si le cylindre rentrait sur lui-même et formait un anneau, on aurait 
pour ce cas la température à un instant et en un point quelconques , 
en faisant fc=o dans l’expression de u du n.° 39 du premier Mémoire, 
et y renfpiaçant fx par la fonction F[x, s, 4 "> /). 

[ 53 .] Lorsque le rayon A du cylindre sera très-petit, et que le 
produit Z>A sera aussi une très-petite fraction , l’équation (3 3) se réduira 
à très-peu près, à 

J'J [// cos (/i A cos où ) — h A cos u sin [h \cos «)] sin 1 " u du = o , 

pour toutes les valeurs de n, excepté « = o. Les valeurs de //A qu’on 
en tirera seront indépendantes de A; les valeurs correspondantes de h 
seront donc en raison inverse de A , et par conséquent très-grandes ; 
donc à raison de l’exponentielle e~ d h 1 qui se trouve facteur a chacun 
des termes de l’expression de F(x, s, 4 ^, t) , ces termes décroîtront 
très-rapidement, en sorte qu’au bout d’un temps très-court, ils seront 
tous sensiblement nuis ; et si nous faisons abstraction de ce qui se passe 
dans cet intervalle de temps, la valeur de F(x , s, •*]/, t) pourra être 
réduite, sans erreur sensible, à la partie qui répond à n = o. 

Pour cette valeur de n, l’équation (33) devient 


[/>A cos(^Acosw) — h Acosw sin (AAcosw)] du = o ; 


on en tire une valeur très-petite de h 1 A* , qui s’obtient en négligeant 
dans cette équation le carré et les puissances supérieures de cette quan¬ 
tité, et son produit par b A : on a alors 
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b À J~ d u — h 1 A* y* cos* u du — 0 ; 
doù Ion tire 

//* A 1 = 2 b A ou // = y/ 

Les autres valeurs de h, déduites de cette équation, seront toutes très- 
grandes par rapport à celle-ci ; et ion pourra négliger, après un très- 
court intervalle de temps , les termes de la valeur de F(x, s, t) 
qui leur correspondent, aussi bien que ceux qui ne répondent pas à 
ri —o. Cette vaieur se réduira donc au seul terme qui répond à h=o 
et h ~- "j/~ > et comme on n’en devra prendre que la moitié, on 
aura d’abord 

F (x, s, 4,, r) = 


/o x [. f”n*.s,v)dy]Ri/sJs 




-J~ 17r COS^J-y/^COS C^jdcù . 


D’ailleurs la variable s étant très-petite, et comprise entre zéro et A, 
on aura à très-peu près 

R — i/j/^^cos^ y/ j. cos où ^ d a — 7r p/j ; 


d’où il résultera 

la 1 b t 

F(x, s, 4,, /) = e~ a q> .y , 
en faisant, pour abréger, 


en sorte que x soit la moyenne des températures initiales dans la 
section perpendiculaire à Taxe* correspondante à une distance quel¬ 
conque x. 

XIX; Cahier. 
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D’après cette valeur de F(x, s, 4 '» 0 » celle u sera indépendante 
de s et de 4; ce qui montre qu’après un temps très-court, la tempé¬ 
rature est sensiblement la même en tous les points de chaque section 
perpendiculaire à l’axe, dans un cylindre d’un très-petit rayon, quelle 
que puisse être la manière dont il a été primitivement échauffé; et l’on 
voit, de plus, que cette température est égale à celle qui aurait lieu, 
si tous les points de chaque section avaient eu primitivement des 
températures égales entre elles et à la moyenne des températures ini¬ 
tiales dans cette section. 

2 a* St 

L’exponentielle e A se trouvera facteur commun à tous le termes 
de la valeur de u ; or, si l’on désigne , comme dans le premier Mé¬ 
moire , par faire d’une section perpendiculaire à l’axe, par g la cir¬ 
conférence de cette section, par c la chaleur spécifique de la matière 
dont la barre est formée, par k la conductibilité de cette matière , et 
par y la mesure du rayonnement extérieur de sa surface, on aura 



_yj_ 

par conséquent cette exponentielle deviendra e cu . On reconnaît alors 
qu’elle est la même que l’exponentielle e~ bt qui 'multiplie aussi tous les 
termes de l’expression de u , trouvée dans le premier Mémoire [n.° i p] ; 
d’où il résulte que ces deux valeurs de u coïncident parfaitement, lorsqu’on 
prend, dans la seconde, w—pour la loi des températures initiales ; 
coïncidence qui devait avoir effectivement lieu , et qui peut servir de 
vérification à l’analyse précédente. 

[j 4 -] Maintenant supposons, au contraire, que le rayon A soit 
très-grand et puisse être regardé comme infini, ainsi que le produit 
hX. Dans ce cas, la transformation de la valeur de F(x, s, 4 » O pré- 
^ente beaucoup de difficulté; c’est pourquoi nous allons en développer 
les calculs avec soin. 
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Le rayon du cylindre étant devenu infini, on peut, sans nuire à la 
généralité des formules, prendre pour son axe telle perpendiculaire que 
I on voudra au plan de sa base : pour simplifier les calculs, nous ferons 
passer cette droite par le point même dont il s’agit de déterminer la 
température; nous aurons alors jn o,'ce qui réduira fexpreSsion de 
F[x, .s, -s),, t ) à la partie qui répond à nzzzo ; et comme on ne doit 
prendre que la moitié des termes correspondans à cette valeur de //, 
si l’on désigne cette fonction par H, dans le cas de j=z o, on aura 

En même temps F équation (33) se réduira à celle-ci : 

J* o [ÆA cos (//À cosw) — h A cos u sin ( h A cos «)]</&> = o ; (35) 

doit l’on tirera les valeurs réelles et positives de //, auxquelles se rap¬ 
porte la somme S. Dans le cas où b A est un très-grand nombre , cette 
équation se résout en série ordonnée suivant les puissances descendantes 
de b A, et de la forme : 

h A = k -+- &c. ; 

v A t? À 

k, k', k", &c., étant des coelficiens numériques, indépendans de h A, 
Le premier sera déterminé par l’équation 

f o cos ( k cos et ) d u — o ; 

les autres se déduiront successivement du premier, en substituant la 
série entière dans 1 équation qu’il s’agit de résoudre , et égalant à zéro, 
dans le développement de son premier membre, les ternies dépendant 
de chaque puissance de b A; mais à la limite bA = oo, on aura sim¬ 
plement hA’^zk, en sorte qu il nous suffira de connaître les valeurs 
de k. 




Xx 2 
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Pour h-o, la valeur Je l’intégral R 1 ds donnée plus haut 
[n.° 50] devient 

J " A /?* ds = cos ( h\ cos u) du J ; 

le produit compris entre ies crochets se présente sous une forme indé¬ 
terminée, quand on y fait b A=:oc et h\ = k; mais sa valeur exacte 
est donnée par i’équation (35), doù l’on tire alors 

cos [h A cos w) du ■=. kj^ sin (Æ cos u) cos u de » : 

on aura, par conséquent, 

R 1 ds = b ~J ~ 0 * s * n ( ^ cos ®) cos a 

Dans ce même cas de n = o , la quantité M a pour valeur 

M~ [b Ah- 1 )J'’* sin (/'A cos a ) cos & du -+- h\* cos(//Àcoso) do» 

— b A J*^ cos (//À cosw) sin 1 u du ; 

par l’intégration par parties, on a 

Ji xJ' * cos [h A cos*») sin 1 u du sin [h A cosw) cosw du ; 

on aura donc 

Mz=l b -s: sin (h\ cos «) cos a du -+- //A J~ cos (^Àcos où)du>. 
Faisant ensuite h\—k, il en résultera 


M = b a /; sin ( k cos u) cos 00 d u , 
et par conséquent 

J' X R 1 d s = -j- £ * sin ( k cos u) cos où d u J • 

Enfin pour ti = o , on a [n.° 50 J 
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R —. j/j cos (/iX cos a) J a ; 


>49 


substituant donc cette valeur et la précédente dans l'expression de H, 
on aura 


H = 

I mn COS (ÆÀCOS Où) d 6) J s 

sin (A coscù) cos où d où J 1 

et il ne restera plus qu a déterminer la série des valeurs de A. 

[J5*] ^ ion réduit le premier membre de l’équation dont ces 
valeurs dépendent, en série ordonnée suivant les puissances de A, et 
qu’on fasse, pour abréger, ( A ) z = A', on trouve 




k 

Ô.*-3 Y 


k'4 

11.2.3.4)- 


&c. rzz o. 


Par des essais successifs , on déduira de cette équation les premières 
valeurs de A', en commençant par la plus petite ; mais au-delà d’une 
certaine limite, ces essais deviendront impraticables, et il faudra donner 
une autre forme à l’équation pour en déterminer les très-grandes ra¬ 
cines. D’un autre côté, tous les termes de la série qui exprime la valeur 
de H , sont infiniment petits à la limite Azzioo ; on peut donc en sup¬ 
primer un nombre fini quelconque , sans altérer cette valeur : ainsi , 
nous pouvons faire abstraction de tous ies termes correspondans aux 
valeurs de A, qui tombent au-dessous d’une quantité déterminée aussi 
grande qu’on voudra, et ne tenir compte que des termes qui répondent 
aux valeurs de A supérieures à cette limite, ou, généralement, aux très- 
grandes valeurs de A, que nous déterminerons de la manière suivante. 

Considérons A comme une variable continue, et soit 

y =f Q cos (* cos a) du: 
en différenciant, par rapport à A, on aura 
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=-/: sin ( k cos «) cos ce d où ; 

-s: cos (Â cos u) cos* cù d où ; 


d k 

Jl y 

d p 


par conséquent 

y _ 


y -b ~j~p~ — J~ o cos(Æcosa>) sm'udcd * sin (Acos0)cos«</0 ; 

d’où il résulte 


d A* 


1 d y , 

' ~ ~dir -+~ y =: ° m > 


équation que l’on peut aussi écrire sous cette autre forme : 


d 1 .y Vk f I 

d A* VT * 7 




O. 


Son intégrale complète, sous forme de série, peut être représentée par 

yV k = [A-*-- k - >- 4 ^-*-^ —h Sec.) cos k 

-+- l^B -H -1— -p —I— p —I- &c.) sin k ; 

A et B étant les deux constantes arbitraires, et A', A", A'", &c. , B', 
B", B'", &c., désignant des coefficiens indépendans de k, qui se déter¬ 
mineront au moyen de A et B. En substituant cette valeur de y\/k 
dans Téquation précédente , et comparant entre eux les termes sem¬ 
blables, on aura, pour cette détermination, ces deux séries d’équations : 



1 A' -+--7- B = ° , 

4 

2 . .î -+- 4) 5 = 0 ' 

2.4 A "-h (3 .4 -+-J-) 5 " — 0 . 

&c. , 

dont les lois sont faciles à saisir. 


— 2 B 1 H- A — o , 

4 

—2. iB" -h ^ 1.2H—j A ' = o, 
-2.3r+|2.3+-j-)^" = o , 
—2. ^ B ,y ~~\ ^3 • ^ 0 » 

&c. , 
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Nous déterminerons les deux constantes A et B, en différenciant 
la valeur de y\/k, et faisant ensuite k = oo dans y\/k et —^ — ; 
de cette manière, nous aurons 

y ]/k zzz A cos k -H B sin k , 

d .y VU _ /. d y . 

d — y * ~d~JT — — ^ Sin * B cos k ; 

d’où l’on tire 

A = cos * — djL sin k j ^ , 

B z=z [y sin k -f- cos A J j/Æ. 


Je remets dans ces formules, à la place de y, l’intégrale définie qne 
cette lettre représente ; il vient 

A — \/kf o [ cos (A cos a) cos k cos a sin [k cos o>) sin Æ] du, 

B = Vkf o [cos(Æcosw)sinÆ — cos o>sin [k cos u>) cosÆ] du ; 
et à cause que 

cos* -j- w -f-sin* ~ tù — 1 , cos* -j- u — sin* ^ — cos , 

ces valeurs sont la même chose que 

A = ]/kf° cos ^ 2 A sin*cos 2 — u du 

sin | 2 A cos* a; j sin* — , 

Æ = V k j: sln (a*siV-i- w )cos a -£-« du 

-+~ 1 /kfl sin ^zk cos* ~u Jsin*'-d-<» du ; 

cest-a-dire, que A et B sont les valeurs que prennent ces fonctions 
de k, quand on y fait kzzzoo, après avoir effectué les intégrations. 
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Or, si nous faisons, pour un moment, 

2 k sin*-^-« = ** , j/ï cos-^- a du = dx , 

nous aurons 

1 /kj' cos^2 A sin 2 -^-oj^cos 2 -j-« duzzz -y/zj'^ cos* 2 . - ^/ \~l~dx, 

y/kj** sin^2 Asin* -^-a> j cos* ~ a du-=zY z f ^sin a 1 * . j/ \-~dx; 

après avoir réduit en série le radical -y/ 1 , on aura à prendre des 

intégrales de la forme : 

/ yn x 1 ' . r VTft . x xi , 

cos x . —p —rrr dx , / sin *”. —777- d x , 

O (a k) 1 J O ( 2 k) 1 

dans lesquelles i est un nombre entier ou zéro: mais, par des intégra¬ 
tions par parties, on s’assure immédiatement que ces intégrales sont 
nuiles pour kzzzoo , excepté celles qui répondent à i= o ; et comme 
on sait que 

f°° cos* 2 dx = / o °° sin** dx ~ I 

on en conclura 

l /k f Q cos ^2 k sin* cù j cos 2 ~~ u d u ■=. j/tt , 

*|/k J sin (2 Asin* -i- a> jcos* ~-ea du -j/tt , 

dans le cas de kzzzoo. A cette limite, on trouvera de même 

\/kJ~ o T cos ^2 k cos* — sin* - 4 - « ~ |/tt , 

fj s * n ( 2 ^ cosl ~ wJsin*“-^-w du -= ■j/'tt ; 

au moyen de quoi, nous aurons 

A B z=z yV. 
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Les valeurs de A et B, et par suite-celles de A, A', &c., B', B\ &c., 
étant ainsi connues, Iéquation (37) donnera, aussi exactement qu’on 
voudra, les valeurs de y j/X, correspondantes à de grandes valeurs de k . 
Si I on suppose cette quantité k assez grande pour qu’on puisse négliger 
les termes divisés par k , on aura simplement 

yVk = (cosk-hs\nk) j/tt , ^ y/k — (cosÆ — sin k) j/tt. 


Les valeurs approchées des très-grandes racines de l’équation ^ = 0 
s’obtiendront donc en faisant 


cos k -f- sin k = o ; 

d’où l’on tire 


cos Æ = — sin k = ztz -jL- et A = / tt -h -L- ; 

/ étant un nombre entier indéterminé, auquel 011 ne donnera néan¬ 
moins que de très-grandes valeurs, afin que celles de k soient aussi 
très-grandes. 

La valeur de -X qui répond à ces valeurs de k, sera 
d ou Ion conclut, sans ambiguité de signe , 

(tt)' = [/T sin (*COSO>)COS«</«]* = 

donc, a cause de — h t l’équation (36) deviendra 

H — 

~ r S [ 7 Ô (yl /(• v '- î ' 4 /, )^ -7^ ,r cos(//^cosù>)d'ajj//q/,e— 

[56.] Les valeurs de h correspondantes à ces valeurs de k, seront 
^ = “À 1 JT”* e ^ es s ^ ter, dront depuis une valeur très-grande, 
mais finie , du nombre entier i, jusqu’à / = oo; et elles croîtront par 
des différences constantes et égales à ~. A la limite A=00, la quan- 
XIX. e Cahier . y v 
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tite h se changera en une variable continue dont la différence sera , 
et qui s’étendra depuis une valeur infiniment petite jusqua l’infini : on 
fera donc z= zdh , et l’on changera la somme S en une intégrale 

ordinaire; et à cause que cette intégrale n’est pas du nombre de celles 
qui prennent une valeur finie dans une étendue infiniment petite des 
valeurs de la variable, on pourra, sans aucune erreur, la faire com¬ 
mencer à Jiz=. o. On pourra aussi , pour plus de symétrie , étendre 
l’intégrale relative à où , depuis cù — o jusqu’à où = i 7 r, sauf à diviser 
le résultat par 2 ; de cette manière nous aurons 

ffffe~ alhit cos [hs cos où) f[x, s, \')shds dh doo d\! ; 

les intégrales relatives aux deux angles 4/ et où étant prises depuis 
zéro jusqu’à 2 7r , et celles qui se rapportent à h et j , depuis zéro 
jusqu’à l’infini. 

Cette intégrale quadruple se réduit à une double , en observant que 
les intégrations relatives à h et où peuvent s’effectuer sous forme finie. 
En effet, soit 

T ■=. Jj e~ ai h1 ' cos (// s cos où) h dh d où ; 

nous pouvons considérer h et où comme étant les coordonnées polaires 
des points d’un plan indéfini , rapportées à un centre et une ligne 
fixe, pris dans ce plan : l’expression d’un élément de la surface sera 
hdhdcù\ et à cause des limites h = o et h~o o, où— o et ù)~2vr, 
l’intégrale double s’étendra à tous les élémens de cette surface plane 
infinie. Si l’on change les coordonnées polaires en coordonnées rectan¬ 
gulaires * et en sorte qu’on ait 

x zr: h cos où , x" zz: h sin où , h 1 z=z x ' 1 -f- x" x , 

l’élément de la surface plane deviendra dx dx" , de manière qu’on aura 
h dh doù -zzdx dx" , et l’intégrale étendue à la surface entière devra être 
prise depuis x' zzz — 00, X — ‘— 00, jusqu à ,v izz-Hoo, x —-f-00; 


on aura donc 
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T —fj cos sx'.dx' dx" 

. . 


mais par des formules connues, on a 


f-Z'~ .*"=-£ • ; 

luanbosuoo jed 


7 * zzz - * 4 a 2 t 

a 2 t 


résultat qui change l’expression de H en celle-ci : 

s 2 

H —J7ï~'ff e 4a ‘‘/(*- s, \')sdsd\'. 


Telle est donc la valeur de la quantité H qu’on devra substituer à 
la place de la fonction F dans les formules du n.° 52, pour avoir l’ex¬ 
pression de la température à un instant quelconque, en tel point qu’on 
voudra, d un cylindre à base infinie, ou d’un corps compris entre deux 
plans parallèles et qui s’étend indéfiniment en tous sens entre ces 
plans, dont la distance mutuelle est 2/. L’axe des * est une perpendi¬ 
culaire à ces deux plans, menée par le point dont on veut calculer la 
température; x est la distance de ce point au milieu de cette droite; 
j est la perpendiculaire abaissée d’un point quelconque du corps sur 
1 axe des x\ ^ 1 angle compris entre le plan de ces deux droites et un 
plan fixe, mené arbitrairement par la seconde; enfin f(x, s, est 
la température initiale du point dont la position est déterminée par la 
distance x et par les deux coordonnées polaires s et «j/ / , en sorte que 
cette fonction est donnée pour toutes les valeurs de ces trois variables, 
comprises depuis x = — l, s=o, ^'~o t jusqu’à x—l, j — 00* 

4 ^ 2 7T. 

[ 57 •] Cette position particulière de l’axe des x a été nécessaire 

Yy 2 
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pour faciliter les calculs précédens; mais il est aisé maintenant de dé¬ 
terminer les points du corps par des coordonnées rectangulaires x , y, 
l, rapportées à des axes dont aucun ne passe par le point particulier 
dont il s’agit de calculer la température. Nous prendrons toujours i’axe 
des x perpendiculaire . et le plan des y, Z . parallèle aux deux plans, 
qui terminent le corps; et nous placerons Iorigine de ces coordonnées 
au milieu de leur distance mutuelle : x, y, Z seront les coordonnées 
du point que l’on considère, et dont u est la température au bout du 
temps t ; nous représenterons par x, y, z> celles du point quelconque 
qui était précédemment déterminé par les trois variables x, s et 4 - » et 
dont la température initiale était exprimée par/(x, s, 4 - ) ; elle le sera 
maintenant par une fonction de x, y, l', que nous désignerons par 
q> (x,y , z ) > et qui sera donnée pour toutes les valeurs de ces va¬ 
riables, depuis x — — l, y' — 00 > Z — — 00 ’ î u * t J u ‘ 1 x * ' 

y' —00, z ' = 00. De plus les coordonnées polaires s et -p J e la pro¬ 
jection de ce dernier point étant remplacées par les coordonnées droites 
y et z • on a toujours 

s d s d\' = dy' dz , 

quelle que soit la nouvelle origine de/ et z'! et l’intégrale relative a 
s et J/, qui était prise depuis s=o, 4 - — °> jusqu à s OO, y - 27r < 
ou qui s’étendait au plan entier de ces coordonnées, aura présentement 
pour limites / = ±oo, z'— — 00 ’ enfin la distance de ce même 
point à celui que l’on considère et qui répond à x, y, z> ayant été ex¬ 
primée par s, on aura 

s i = [y—y'Ÿ -+- iz — i'Y- 

Au moyen de ces diverses transformations, la valeur de H deviendra 
H - _J— /'°°/°° e- Q [Xt y',ï)dy'dz. 

M t J-00 J-00 ** 

Sans changer les limites des intégrales, on y peut faire 
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y = y “ 4 - 2 a al Yt , 1 z=z 1 -H 1 a ou" Yt ; 

d y' = 2 a Yt d ad , d z = 1 a Yt d cl" ; 

et il en résultera définitivement 

H — e~ <t ' x ~ a - l ' x <p(x, y-h lUcu'j/l, £-*-2rf<t" j/7) dal dau\ 

pour la quantité H que l’on devra substituer à la fonction F dans les 
formules du n.° 52. II est sans doute beaucoup plus simple de former 
directement cette expression de la foncion F, relative au cas où le 
rayon du cylindre devient infini ; mais nous avons pensé qu’il n’était 
pas inutile de montrer par quelle suite de détours on parvient à ap¬ 
pliquer à ce cas particulier la valeur générale de la fonction F, donnée 
dans le n.° 52 ; et nous l’avons fait d’autant plus volontiers, que les dif¬ 
ficultés que cette transformation présente, peuvent aussi se rencontrer 
dans d’autres questions. 


§. IV. 

Distribution de la Chaleur dans un Corps homogène dont plusieurs 
dimensions sont infinies . 

[58.] L’integrale générale sous forme finie de l’équation (i) du 
n.° ip, est, comme on sait, 

u — “ 77 ~ ffff[x-\rzaxYt, y+iacL Yt, i+iaal Yt) daud al dal\ 

en faisant, pour abréger , et 2 —f- ce 1 H— ce " 1 m désignant par f la 
fonction arbitraire, et prenant les intégrales depuis —00 jusqu’à -t-00, 
Si l’on y fait t = o , il vient 

u =f( x > y > l) i 

la fonction arbitraire représente donc la loi des températures initiales; 
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par conséquent, si le corps s’étend indéfiniment dans tous les sens 
autour de l’origine des coordonnées, cette fonction sera donnée pour 
toutes les valeurs réelles, positives ou négatives des trois variables quelle 
contient; d’ailleurs il n’y aura, dans ce cas, aucune condition particu¬ 
lière à remplir relativement à la surface du corps: la valeur précédente 
de u en fonction de x,y, z et /, renfermera donc la solution complété 
du problème; c’est-à-dire qu’elle fera connaître immédiatement la 
température à un instant quelconque, de tel point du corps que Ion 
voudra. 

On peut lui donner une forme un peu différente, en posant 


x-ï-zaa,Vt = x\ y-Y-iaa!Vt —y 


d CL Z= 


2 a Vt 


dcL 


Vt 


£-t-2rtct VI 

j n _ 

d cl =: 


d z 


Vt 


il en résultera 

u = —-—r fffe~. J "/(*•/> z) dx ' d y d z ! 

8 (t a* t) * J J J 

les intégrales relatives à y > z* seront encore prises depuis — oo 
jusqu à —J—oo , et ion aura, en meme temps, 

_ r , -2(n l +;/+tf)+ *'* y* ~+~ ^ ‘- 3 

6 - - 4 a l ~t 

en appelant r le rayon vecteur du point dont les coordonnés sont y, 
1, ou sa distance à leur origine. 

Lorsque le corps n’aura été primitivement échauffé que dans une 
portion limitée autour de cette même origine, en sorte que la fonction 
f[x,y, z) n'ait de valeurs que dans cette étendue, et soit nulle pour 
toutes les valeurs de x, y, z> appartenant à des points qui n’y sont 
pas compris, il en sera de même à l’égard de la fonction f(x\y, z ) 
par rapport aux valeurs de x,ÿ, z , et il suffira conséquemment d’é¬ 
tendre les intégrales aux valeurs de ces variables pour lesquelles cette 
fonction n’est pas nulle. A parler rigoureusement, il se manifestera 
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dès le premier instant une variation de température dans toute la masse 
du corps; mais à cause de l’exponentielle e~ J ‘ comprise sous le signe 
d’intégration triple , il est évident que cette variation sera insensible 
dans les premiers momens , pour tous les points sensiblement éloignés 
du lieu de réchauffement primitif. Si l'on considère un point dont la 
distance à ce foyer soit très-grande par rapport à ses dimensions, et 
que Ion fasse abstraction de l’intervalle de temps pendant lequel la 
variation de température de ce point sera insensible, on pourra négliger 
les variables .y', y, contenues dans <b\ et réduire l’exponentielle 

r 1 

* la quantité constante e ^ j on aura alors 


r* 

~4* r t 


" - fffn*'>• ^ dx ' d > d z s 


ce qui montre que la température d’un tel point , devenue sensible , 
ne dépendra que de la quantité totale de chaleur primitivement com¬ 
muniquée au corps, et nullement de la manière dont elle a été distri¬ 
buée. En désignant par C cette quantité, et par r la chaleur spécifique 
de la matière du corps, on aura 

C = c fff/(*’'/’ Z) dx' dy' dï , 
et par conséquent 


Si Ion determme le maximum de cette valeur de u par rapport à t, 
on trouve qu’il répond à r= et qu’il a pour valeur 

... 

4 ( t e ) x c r* 

il est donc indépendant de la quantité a, qui règle la vitesse de « a 
propagation , et il suit la raison inverse du cube de la distance au 
foyer de réchauffement primitif ; tandis que dans une barre il est seu 
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lement en raison inverse de cette distance [n.° 13 du premier Mémoire]. 

[59.] Considérons présentement un corps homogène , compris entre 
deux plans parallèles, et s’étendant entre eux à l’infini dans tous les 
sens. Nous prendrons l’un de ces plans pour celui des coordonnées y, z* 
et l’axe des .v , perpendiculaire à ce plan , sera dirige dans iintéiieur 
du corps ; nous appellerons / son épaisseur, de sorte que les deux plans 
qui le terminent, répondront, l’un à * = o et l’autre à x = l. Dans ce 
cas, la fonction f(x,y, z) continuera d’ètre donnée pour toutes les 
valeurs réelles de y et z depuis —00 jusqu’à -f-00 ; mais elle ne le 
sera plus que pour les valeurs de .v, positives et </; par conséquent, 
si l’on fait 

F{x,y, z, t) = 

J_ r“"7(x,; + 2<ï<t' Vt, £-4-2rt£t" Vt) daJ dal' ; 

T J —OC J —OO 

cette fonction F sera aussi donnée pour toutes ies valeurs réelles de y 
et l, pour toutes les valeurs positives de t, et seulement pour les valeurs 
de x comprises depuis x = o, x = l. L’intégrale précédente de lequa- 
tion (1) pourra s’écrire ainsi : 

mais il faudra de plus que cette valeur de u satisfasse aux e'quations 
relatives aux deux plans qui terminent le corps ; ce qui servira à éli¬ 
miner la partie de la fonction F que ne fait pas connaître l’état initial 
du corps, ou la partie de cette fonction correspondante à des valeurs 
de x, soit négatives, soit >/. 

Pour former ces équations, nous supposerons que le rayonnement 
soit différent pour les deux surfaces du corps , mais qu’il ait la même 
intensité en tous les points d’une même surface ; afin de simplifier la 
question, nous supposerons, en outre, que le corps rayonne dans un 
milieu dont la température est constante et égale à zéro : ces équations 
seront alors 
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du n 

~j~ x - p u z— o t pour a: = o ; 

d u r , , 

~j~ x -h p u = o , pour x — / ; 


fi et /3 étant deux constantes données qui représentent les mesures du 
rayonnement des deux surfaces , divisées par la conductibilité de la 
matière du corps. Au moyen de ces équations, et par l’analyse exposée 
dans mon premier Mémoire [n. oS 16-19], on transformera la valeur 
précédente de u en une autre qui 11e contiendra plus que les valeurs 
données de la fonction F et d’autres quantités connues, et sera par con¬ 
séquent la solution complète du problème qu’il s’agissait de résoudre. 
On reconnaîtra immédiatement que cette valeur de u s’accorde avec 
celle que nous avons déduite dans le §. précédent, de la considération 
d’un cylindre dont le rayon de la base devient infini. 


[60.] Si l’on suppose que la surface du corps qui répond à x z= /, 
soit entretenue constamment dans tous ses points à la température zéro, 
il faudra faire /3' = oo, afin de réduire à u = o l’équation relative à 
cette surface. La valeur de u devient alors, comme dans le n.° 25 du 
premier Mémoire, 


• = »i[ 


JJ cos j> x -+- n sin / x 


(1 




-4 -&J 0 1 si* 1 /*• F( x > y- Z• 0 ^ 


la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs positives de f , tirées de l’é¬ 
quation 


fô sin j> l -H / cos f l — o , 


en y comprenant la racine f — o, pour laquelle 011 ne devra prendre 
que la moitié du terme correspondant. 

. Lorsque l’épaisseur l du corps sera supposée infinie, cette somme S 
se changera en une intégrale définie, et la valeur de u [n.° 26 du pre¬ 
mier Mémoire] prendra cette forme : 
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les intégrales étant prises depuis et = o , x'— o , jusqua <*, — oo , 
.y' — oc. 

Cette formule se rapportera donc au cas d’un corps terminé par une 
surface plane, qui s'étend indéfiniment en tous sens d’un côté de ce 
plan, tandis qui! rayonne de (autre côté avec une intensité qui est 
par-tout la même, et dans un milieu dont la température est constante 
et égale à zéro. En vertu de ce rayonnement, le corps tendra à prendre 
en tuus ses points la température zéro du milieu extérieur ; mais 
cette valeur u — o n’aura lieu rigoureusement qu’après un temps infini, 
et la loi des valeurs de u, après un très-long intervalle de temps, dé¬ 
pendra de celle des températures initiales, ou de la forme de la fonc¬ 
tion f(x, y, i) , ainsi qu’on peut s’en assurer par des exemples. 

[6 I.] Pour faire une application de cette formule, soit 

/(*■?. Z) — A e~ h ‘ ; 

A et h étant des constantes données, dont la seconde sera supposée 
positive, afin que la température initiale soit nulle pour x=/ = oo. 
La valeur de la fonction F sera la même que celle de la fonction f, 
ce qui arrivera toutes les fois que celle-ci ne dépendra pas des variables 
y et z- D’ailleurs, on a, par les règles ordinaires, 

F 00 {et cos <t \ -+- /3 sin <tx') e~ flx ' d x' = h f ^ ; 
d’ou il résultera 


2 ( Æ -H h ) 


"09 ( et COS et X 


■ & sin a. x ) e~ 
H o- 1 ) ( h 1 -h 


Si h est une quantité finie quelconque, la température initiale sera 
sensiblement nulle au-delà d’une certaine profondeur, en sorte que, 
dans ce cas, le corps n’aura été primitivement échauffé que dans uile 
couche voisine de la surface et d’une épaisseur finie. Si, au contraire, 
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h est une quantité infiniment petite, ia température initiale sera cons¬ 
tante et égalé a A a toute profondeur finie , et ce ne sera qu’à une 
distance infinie de la surface quelle commencera avarier, pour devenir 

nulle à une profondeur infinie par rapport à —. Dans ces deux cas, 

essentiellement distincts, les températures finales suivent, par rapport 
au temps t, des lois qui sont aussi très-différentes. 

En effet, h étant une quantité finie, ainsi que /3, si l’on développe 
le coefficient de l’exponentielle e~ a%aXt sous le signe /, suivant les 
puissances de et, ce développement ne contiendra que des puissances 
paires de ce, et commencera par son carré ; après l’intégration , on aura 
une série ordonnée suivant les puissances descendantes de t, qui sera 
très-convergente, lorsque ci ]// sera très-grand par rapport à a*; il 
suffira alors d’en prendre le premier terme, pour avoir la loi des valeurs 
finales de //, et l’on trouvera 


a . 1 1 


CL d Ct 1= 


( & -+-/,){ , H- £ X ) 

1 & h 1 æ* t vt; ’ 


cest-à-dire que les températures finales suivront la raison inverse de 
la puissance ~ du temps. Lorsque ia quantité h est infiniment petite, 
la valeur de u se réduit à 


u __ 2 & A o g— 1 *' (a cos as-+-£ sin*x) d * 

* J o ( P* 1 a* ) a ’ 

excepté toutefois pour les valeurs infiniment petites de a; mais le coef¬ 
ficient de ci cl sous le signe f, ne devenant pas infini pour de telles 
valeurs de cl , il est évident que les élémens de l’intégrale qui leur 
correspondent, 11 e sauraient avoir aucune influence sur la valeur de 
1 intégrale entière, et quainsi l’on peut, comme nous le faisons, sup¬ 
poser que cette intégrale commence à et = o. En réduisant en série, 
comme dans 1 autre cas, et s’en tenant au premier terme, nous aurons 
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de sorte que les températures finales seront simplement en raison in¬ 
verse de la racine carrée du temps. 

D’après ce qui a été dit dans le n.° 37 . les formules précédentes 
pourront servir à calculer les températures des points dune sphere 
homogène d’un très-grand rayon, pourvu qu’on ne les étende que 
jusqu’à des distances de la surface très-petites par rapport à ce rayon ; 
mais relativement à l’expression des valeurs de u qui ont lieu après un 
temps très-considérable, il faudra encore, pour quon puisse les appli¬ 
quer au cas de la sphère, que la quantité a/l ne soit pas comparable 
au rayon : quand cette quantité sera devenue très-grande par rapport 
au rayon, il faudra recourir aux formules du n.° cité, qui donneront 
pour u des valeurs très - différentes des températures finales que nous 
venons de déterminer. 

[62.] L’expression de u , relative a /n=oo , devient plus simple 
pour deux valeurs de /3 qui permettent d'effectuer l’intégration relative 
à ce , dans le cas de /3 = o , pour lequel le rayonnement extérieur est 
nul, et lorsque /3 = 00 , cas dans lequel la surface est entretenue 
constamment à la température zéro dans tous ses points. 

Dans le premier cas, on aura 

u — -î- J~°° J °° e~ a ' a±t cos et* cos ce x F(x',y, l>t) dx d et v 


mais, d’après une formule connue , on a 


e~ ai<t1 ' cosclx cosetx da, = -YFVT\ e /{a t J 1 

d’ailleurs on peut mettre la fonction F sous la forme : 

_ [ y-y'Y (z-z'Y 

F{*,y.z.t) = - 477 tSZSZ e ~ e 4 û di: 

on aura donc 
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f (*'•/> Z) dx dy ; 


lesmtégralesjtant prises depuis *'= o , /=_ oo , z=-oo, jusqu’à 
A- —oo. y — OO, z—oo. Si le corps n’a été primitivement échauffé 
que dans une petite étendue autour de l’origine des coordonnées, et que 
l’on veuille déterminer, après un certain temps, la température d’un 
point très-éloigné du lieu de son origine, on pourra négliger x, y , z , 
dans les exponentielles contenues sous les signes d’intégration, et en 
conservant toutes les notations du n.° 58 , on trouvera 


4 a* ctir Vtir 


4 u 2 t 


dou Ion voit que, dans ce cas, la chaleur transmise en chaque point 
sera double de celle qui répond au cas que Ion a considéré dans le n.° 5 8. 
Lorsqu’on a /3 — 00, la valeur de u se. réduit à 

U Jl e~ a%CLXt sillet* slruLx F {x',y, /) d cl dx; 


effectuant l’intégration relative à cl, et mettant pour fa fonction F, la 
valeur précédente, on aura 


e * 

A “‘‘ )/(*''/. z) dx' dy dz; 

les limites des intégrales étant les mêmes que dans le cas précédent. 
Dans le cas où le corps n aura été échauffé primitivement que dans 
une petite etendue, autour de 1 origine des coordonnées, on ne pourra 
pas, comme précédemment, négliger la variable x' dans les exponen¬ 
tielles qui la contiennent ; il faudra conserver sa première puissance 
dans leurs développemens ; et si l’on fait 
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fff x'f[x, y, z) dx ' d > d Z = C', 
et que l’on néglige d’ailleurs y et £ , on aura 


^_ _* ff 


y 1 2 

a t x tt i 


4 a 1 1 # 


La chaleur transmise à de très-grandes distances r du foyer, dépendra 
donc alors, à cause du facteur C, de la manière dont elle était primi¬ 
tivement distribuée; et l’on voit aussi, à raison du facteur a*, quelle 
ne sera pas la même dans tous les sens autour de ce foyer. En déter¬ 
minant son maximum par rapport au temps, on trouve qu’il répond à 

t — ■ -J* -— , et qu’il a pour valeur 

( 10) * x C' 


8 t» r* 


d'où l’on peut conclure que la chaleur transmise décroîtra à mesure 
que la distance augmente, beaucoup plus rapidement que dans le cas 
du n.° 58 , et dans le cas précédent où le rayonnement était nul. 


$. v. c 

Distribution de la Chaleur dans une Sphère ou dans taie Barre 
composée de deux parties de matières differentes , 

[63.] Il s’agira d’abord, comme dans le S- VII. c du premier Mé¬ 
moire, d’une sphère composée d’un noyau sphérique homogène, re¬ 
couvert d’une couche sphérique d’une épaisseur constante , également 
homogène, mais d’une matière différente de celle du noyau. Nous sup¬ 
poserons la température égale à chaque instant , pour tous les points 
situés à la même distance du centre de la sphère ; de sorte qu’en ap¬ 
pelant r le rayon mené de ce centre à un point quelconque , soit du 
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noyau , soit Je fa couche extérieure , la température de ce point sera 
une fonction de r et du temps t. Nous représenterons cette fonction 
par u, pour tous les points du noyau, et par u , pour tous ceux de la 
couche extérieure. Soient, de plus, c et k la chaleur spécifique et la 
conductibilité de la matière du noyau , c et k' les mêmes quantités re¬ 
lativement à la matière de la couche exérieure, / le rayon du noyau, 
/' l’épaisseur de la couche, et par conséquent /-*-/' le rayon de la 
surface de la sphère ; faisons ensuite ~ = a -, ~ = û ' 1 ; les équa¬ 
tions différentielles du mouvement de la chaleur dans les deux parties 
de cette sphère, pourront être mises sous la forme : 


d.r u _ z d 1 .r 11 

d i - tl d r x , 


d.r u‘ > d 1 .r u 

— 1 — = <1 —-,—7- ; 

d t d r 9 


OO 


la première ayant lieu pour toutes les valeurs de r comprises depuis 
r — o jusqu à r=zl, et la seconde, pour toutes les valeurs de cette va¬ 
riable comprises depuis /*=/ jusqua r —/—f- /' 

Pour former 1 équation relative à la surface , nous supposerons la 
sphère placée dans un milieu dont la température est constante et 
égale à zéro, et Iintensité du rayonnement égale pour tous les points 
de cette superficie. Désignant donc cette intensité par une constante y, 

et faisant -—-={ 2 , f équation relative aux points de la surface sera 


Elle n aura lieu que poui la valeur particulière t — / —t— / t çt l’on pourra 
1 écrire sous cette autre forme : 

d .r u / - .v 

—77- H- (£ — 777f) r = o- (!>) 

Nous aurons encore les équations du n.» t8, relatives à la surface 
de contact des deux parties de la sphère, savoir : 
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, étant une constante particulière , dépendant de la matière de ces 

deux parties, et dont la valeur est censée donnée dans chaque cas par 

l’observation. Ces deux équations ne subsisteront que pour r = l ; et 

si l’on fait = b , 4- = b', on pourra les transformer en celles-ci : 
k k 

i _l " _i_ [b - j ^ ru — bru — o , 

,. d r "1 -+- b' r-u — ( -+- -t) r = °- 

Enfui, il faudra joindre à toutes ces équations la condition ru = o, 
quand r=o, nécessaire pour que la température ne devienne pas in¬ 
finie au centre de la sphère. 

En suivant la même méthode que dans le S- cité du premier Mémoire, 
on parviendra à résoudre complètement ce système d’équations, et a en 
déduire les expressions de ru et ru en fonctions de r et t. Les valeurs 
nue l’on obtiendra pour ces quantités, se trouveront expr.mees par des 
séries d’exponentielles dont les exposans seront proportionnels au temps ; 
les coefficiens de t, dans ces exposans , seront des quantités réelles 
et négatives, déterminées par une certaine équation transcendante, 
dépendant uniquement des constantes renfermées dans les équations 
précédentes ; et les coefficiens des exponentielles seront des fonctions 
déterminées de r, données par des intégrales définies, et qui dépen¬ 
dront des mêmes constantes et de l’état initial des deux pâmes du 
corps. D’après les diverses applications que nous avons faites de cette 
méthode dans le premier Mémoire et dans celui-ci, on formera sans 
peine ces valeurs de ru et ru ; nous croyons donc plus utile de ré¬ 
soudre les équations précédentes au moyen de .la seconde des deux mé¬ 
thodes indiquées dans le préambule de ce Mémoire , afin d’éclaircir ce 
"[ en a été dit par un exemple, qui suffira pour montrer comment 
on devra employer cette seconde méthode dans les nombreuses ques¬ 
tions où elle peut s appliquer. 

[64.] O11 sait depuis long-temps que ion satisfait aux équations 
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aux différences partielles , linéaires et à coefficiens constans , par des 
séries d’exponentielles réelles ou imaginaires ; mais le degré de géné¬ 
ralité de ces sortes d’expressions , n’ayant pas d’abord été fixé d’une 
manière précise, on pouvait élever des doutes sur leur emploi dans la 
solution des problèmes dépendant de ces équations ; et pour éclaircir 
ce point d analyse, j’ai cherché à démontrer, à priori, que cés expres¬ 
sions sont propres à représenter les intégrales complètes des équations 
auxquelles elles satisfont. Dans la note que j’ai écrite sur ce sujet (*), 
j’ai d’abord rappelé ce que j’avais remarqué autrefois, que l’intégrale 
en série d’une équation linéaire aux différences partielles, peut quelque¬ 
fois contenir un nombre différent de fonctions arbitraires, selon quelle 
sera développée suivant les puissances de telle ou telle variable; pour 
compléter cette remarque, j’ai ensuite ajouté qu’il était possible, dans 
certains cas , de choisir cette variable de manière que l’intégrale en 
série 11e contienne plus aucune fonction arbitraire , et qu’il ne s’y trouve 
que des constantes arbitraires en nombre infini ; et je l’ai prouvé, en 
prenant pour exemple l’équation très-simple : 

d 1 _ d 'z 

d y d x x 9 

dont l’intégrale en série est susceptible de présenter toutes ces diffé¬ 
rentes variétés de forme. 

En effet, son intégrale en série ordonnée suivant les puissances de 
x, contient deux fonctions arbitraires distinctes, qui sont les valeurs 

de 1 et correspondantes à xz=o : en les représentant par et 

, cette intégrale est 



(*) Bulletin de la Société philomatijue, année 1817, page *8o* 
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L’intégrale de la même équation en série ordonnée selon les puissances 
de y, ne renferme qu'une seule fonction arbitraire, savoir, la valeur 
de i qui répond à y—o ; et en la désignant par fx , cette intégrale est 


2 =/*-+• 


y 


d 1 f X 
il X* 


y x f X y } f x 

1.2 d X* 1 . 2.3 d x& 


&c. 


Ces Jeux expressions si différentes Je 3 se transforment neanmoins 
l’une dans 1 autre, sans rien perdre de leur généralité ; car si 1 on déve¬ 
loppe suivant les puissances de y les fonctions q> y et ^7 conte¬ 
nues dans la première, on retombe sur la seconde; et réciproquement, 
si l’on développe suivant les puissances de x la fonction cpx que ren¬ 
ferme la seconde valeur de 3, on retrouve la première. Ces vérifica¬ 
tions ne présentent aucune difficulté, et je les ai déjà effectuées dans 
le Mémoire où ces remarques sur le nombre des fonctions arbitrai]es, 
ont été faites pour la première fois (*). 


Maintenant faisons e >—9 \ l’équation proposée deviendra 


Or, quelle que soit la valeur de 3 en fonction de x et 0 qui satisfasse 
à cette équation, on peut toujours la concevoir développée suivant les 
puissances de 0, et la représenter par la série : 

3 = ^ ô" -H X' 0 m ' -H X" 9 m " -H Sec. ; 

m , m, m”, &c., étant des exposans indéterminés , et X, X, X , Scc. , 
des fonctions de x qu’il s’agit également de déterminer. Substituant 
donc cette série dans les deux membres de l’équation précédente , et 
égalant les termes semblables de part et d’autre , on trouve que tous 
les exposans restent des constantes arbitraires, et que les coefficiens se 
déterminent indépendamment les uns des autres, par des équations de 
cette forme : 


(*) XIII. c Cahier de ce Journal , page '107. 



A et B étant les Jeux constantes arbitraires. Les expressions Jes autres 
coefficiens X', X", &c., seront semblables à cette valeur de X; par 
conséquent on aura pour la valeur la plus générale de £ qui puisse 
satisfaire à l’équation proposée , et qui en sera l’intégrale complète , 
développée suivant les puissances de 0 : 

Z = S A 0 m e*V m ~h S B ô m e~ X V" ; 

les caractéristiques £ indiquant des sommes qui s’étendent à toutes 
les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, de A, B et m; et l’on 
peut remarquer que si l’on met m x à la place de m , ces deux^sommes 
se réduiront à une seule, savoir: 

Z = S A ô ml e mx . 

Cette valeur de z ne renferme explicitement aucune fonction arbi¬ 
traire ; en y remettant e* à la place de 0 , nous aurons de même 

£ = X A e m *s + mx , 


pour l’intégrale complète de 
arbitraire. 



d \_Z 

d X * 


, sans fonction 


[65.] Cette considération fort simple, qui consiste, comme on voit, 
à regarder une série d’exponentielles comme un développement ordonné 
suivant les puissances d’une certaine variable, pourra évidemment s’em¬ 
ployer dans le cas dune équation quelconque aux différences partielles, 
linéaire et à coefficiens constans ; *t il en résultera que, si les coefficiens 
et les exposans sont déterminés de la manière la plus générale, une telle 
série représentera, sans aucun doute, l’intégrale complète d’une équation de 
cette espèce. Soit L= o une semblable équation, dans laquelle £ est la 
variable principale, et x, y, y, y", &c., sont les variables indépendantes; 

Aaa z 
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si l’on fait ^z=:9, eS'=zù', &c,, cette équatidn à coefficiens constans 
se changera en une équation L' = o dont les coefficiens contiendront 
les nouvelles variables G, G', G", &c. ; rien il’empêchera de développer 
la valeur de £ qui satisfait à cette équation, suivant les puissances et 
les produits de ces quantités, de sorte qu’un terme quelconque de cette 
série soit de la forme : 

X G* G' m/ G ,,m " &c. ; 

m, m, m", &c., étant des exposans indéterminés, et X une fonction 
inconnue de x ; on substituera donc cette valeur de £ dans L zzi o, et 
l’on trouvera pour L ' une série de termes tels que celui-ci : 

MÔ m ô m ' Q" m " &c. , 

dans lequel le coefficient M ne contiendra que les exposans ni, m , 
m, &c. , et le coefficient X appartenant au même ternie de £/ d’où, 
l’on conclura que, pour satisfaire à l’équation Z/== o de la manière la 
plus générale, il faudra que m, m', ni", &c., restent des constantes 
arbitraires, et que X soit déterminé en faisant M = o ; ce qui don¬ 
nera une équation différentielle linéaire et à coefficiens constans, qui 
sera de l’ordre n, si n marque l’ordre de l’équation proposée L — o 
relativement à x*. La valeur de X qu’on tirera de cette équation, con¬ 
tiendra un nombre n de termes distincts, et pourra être représentée 
généralement par 

X = A er* -f- A'eP r * -f- A ,r e'" 9 H- & c. ; 

A, A', A", &c., étant les n constantes arbitraires, et p , p', p" , &c., 
les n racines d’une équation algébrique, qui contiendra m,m, ni", &c. , 
et se formera aisément à la seule inspection de l’équation Ai zz o : 
dans le cas où cette équation aurait des racines égales , la forme de X 
subirait des modifications connues ; mais elle serait toujours comprise 
dans son expression générale, en y regardant ces racines comme infini¬ 
ment peu différentes. L’intégrale complète de l’équation L~o t en série 
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ordonnée suivant les puissances et les produits des variables 0,6 ,6, &c. 
sera donc 

l — S A eP* 0 W 0 '" 1 ' 0 " w " &c. -+- 'ZA'ei” x 0 W 0 ''“' 0 " w "&c. -h &c.; 

les caractéristiques S indiquant des sommes qui devront s’étendre à 
toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, des coefficiens A , 
A", &c., et des exposans m, m, m", &c., dont p, p, p", &c. , sont 
des fonctions déterminées; par conséquent, si l’on remet à la place de 
6 , 0', 0”, Ôcc. , les exponentielles que ces lettres représentent, l’expression 

^ ^ çP x m y m'y > +• Sic. | ^ A' &c- , 

sera réellement la valeur la plus générale de % qui puisse satisfaire à 
l’équation L=o, ou son intégrale complète en série. 

Comme on peut prendre à la place de .y, celle que l’on voudra des 
autres variables indépendantes y, y, y", &c., il en résulte que la valeur 
de i en série d’exponentielles pourra se présenter sous plusieurs formes 
différentes , qui contiendront des nombres différens de sommes X , 
si l’équation proposée L — :o n’est pas du même ordre par rapport à 
toutes ces variables ; mais ces expressions équivalentes seront faciles à 
transformer les unes dans les autres , et il sera aisé de réduire au 
moindre nombre les sommes S quelles renferment, ainsi qu’on en a 
vu un exemple dans le n.° précédent , relativement à l’équation parti- 

... d Z d x z 

cuiiere —7— z= —,—r * 
a x a y 

Sans qu’il soit nécessaire d’entrer dans de plus grands détails , on 
voit que si les coefficiens de l’équation o contiennent toutes les 

variables indépendantes, excepté son intégrale complète pourra être 
exprimée par une série d’exponentielles relatives à .y, de la forme : 

l = S P eP x ; 

p étant une constante arbitraire, P une fonction de p, y, y, y , &c., 
déterminée par une équation aux différences partielles qui renfermera 
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une variable indépendante de moins que l’équation proposée , et la 
somme S s’étendant à toutes les valeurs possibles de p. Ainsi , par 
exemple, l’intégrale complète de l’équation (2) du n.° 19, s’expri¬ 
mera par une série d’exponentielles relatives au temps t, dont les 
coefficiens seront des fonctions des trois variables r, 0 et ^ , detei mi¬ 
nées par une suite d’équations aux différences partielles du second 
ordre. Si ces variables sont les trois coordonnées polaires d’un point 
quelconque, ces fonctions seront assujetties à certaines restrictions : il 
faudra qu’elles deviennent indépendantes des angles 0 et ^ quand on y 
fera r= o, de l’angle ^ P ol,r les valeurs particulières 0 =no et 0 = ^, 
et que chacune d’elles ait la même valeur pour ^=0 et pour 
mais si r, 0 et ^ sont des variables quelconques, et qu’il s’agisse de 
former d’une manière abstraite l’intégrale complète de cette équation (2), 
les coefficiens des exponentielles ne seront plus sujets à aucune res¬ 
triction, et l’on devra prendre pour leurs valeurs les solutions les plus 
générales des équations dont ils dépendent. 

[66.] Revenons maintenant à la question qui fait l’objet de ce $. 
Nous pourrons donc représenter les intégrales complètes des équa¬ 
tions (a) par 

r// = XAe- m% ‘ sin — -f-SÆ*"” 1 ' cos ~ , 

a <* 

r u = S A'e~ n% ' sin ~ -H S B’s~ m ' ' cos - 

a u 1 

A, A', B, B' et m étant des quantités indépendantes de r et de /, et 
les sommes S s’étendant à toutes leurs valeurs possibles, réelles ou ima¬ 
ginaires. Pour satisfaire à la condition ruzzz o, quand r~ o, qui doit 
être remplie pour toutes les valeurs de /, il faudra faire Bzzz o, ou 
supprimer la seconde somme contenue dans l’expression de ru. En 
substituant celle de ru dans l’équation (b) relative à la surface, faisant 
r —/_!_/' après la substitution, et réunissant les deux sommes S en 
une seule, nous aurons 
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f 4' /—cos mC/ ' +_/ ) 1 1 

1 

c 1 n x 

L \ a 

r /h-/' J 

a> 


~ B \~ÿ~ sln „■ ■ ' 7Tr~) C0s a' ) j* — o ; 

et comme cette équation devra au*si subsister pour toutes les valeurs 
de t, il faudra égaler séparément à zéro chaque terme de la somme X; 
ce qui servira à déterminer l’un des deux coefficiens A et B' au moyen 
de l’autre, ou, pour plus d’uniformité dans le calcul , les valeurs de 
ces deux quantités au moyen d’une troisième , que nous représenterons 
par C , en sorte qu’on ait 

a ' — [ '"( ; +n sill _ [/3(/-+-cos 

= cos —t— [/3 (/H-/') —1] sin * je. 

Les valeurs générales de ru et ru deviendront donc d’abord 


_ , . m r 

ru — Zj A e~ m sin- 


[// ) m{l —f— / — r) 


- [/?(/+/') -. ] sin ]C- 


Si l’on substitue ces valeurs dans les équations (c), qui doivent avoir 
lieu pour r=±/ et quel que soit t , et que l’on égale séparément à zéro 
la somme des coefficiens de chaque exponentielle, on aura 


(^Li coi -7— -+- {£•' — 1 ) sin A 

-(•# [«M- 0 - ^(*7*0) eo. »» ^r=". 

On satisfait à l’une de ces équationsà la seconde, par exemple , en 
prenant 


m l' 


?7 6 physique 

A = [(ÿ /')-•]-+-< 

_l^HL±n - (A '/_ + _ i )[/3(/-i- /')-«] j sin ^K|T7, 

_ _, . ml. 

C ~ M sm —— y 

M étant une quantité indéterminée. Mettant ces valeurs de A et C 
dans l’autre équation, et supprimant le facteur M , commun à tous les 
termes, on aura l’équation d’où dépendront les valeurs de m, savoir: 

im l Jd+LL — {blA-i)[P(lA-l )—i])—co» —sin-^r- 

/+■)) —cos —cos - z 

(W—l)-t-( 4 '/—i/-t-i )[/3 (/-+-/)— i])sin sin 

_[3 (/^) — 0 (A/— i )— (Z.7—W-c- 1 X)sin cos = o ; 

et si l’on met aussi ces mêmes valeurs de A et C dans celles de ru 
et ru , on aura 

ra = S Q M sin ■—-* e~ m ‘', 

r u = S [ JÜ±0- cos m ~ - r) ~ 

[,a (/->-/') - .] »in " 1 ' V— ] ^ si » ~' ; 

en faisant, pour abréger, 

c=(-^Vcw-<-o-.]+ 

- ■ÏWI'+O-'Jja.-TÎ- 

Il ne restera plus actuellement qu’à déterminer, d’après l’état initial 
des deux parties de la sphère, la valeur de M en fonction de m ; en 
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étendant ensuite les sommes X à toutes les valeurs de tu , en nombre 
infini, qui seront données par l’équation (d), les formules précédentes 
exprimeront les valeurs de ru et ru en fonctions de r et î , qui satis¬ 
font à toutes les équations du problème ; mais les racines de l’équa¬ 
tion (d) étant deux à deux égales et de signes contraires, et les deux 
termes correspondans à chaque couple de racines pouvant être réunis 
en un seul dans les sommes £, nous conviendrons de n’avoir égard 
qu’aux valeurs de m qui différeront entre elles , abstraction faite du 
signe ; ce qui simplifiera la détermination du coefficient M Nous 
allons donner, pour cet objet, une méthode directe et générale que 
l’on pourra regarder comme une extension de celle que Lagrange a 
employée, en plusieurs occasions, pour déterminer les constantes arbi¬ 
traires contenues dans les intégrales d’un système d’équations différen¬ 
tielles linéaires. 


[67.] Soient RMe~ mit et R' Mc~ mtt des valeurs particulières de 
de ru et ru, ou des termes quelconques des séries précédentes, de ma¬ 
nière qu’on ait 


R = <2 sin 


*■=[ 


m (/-+-/' ) 






et que les valeurs‘complètes de ru et ru puissent être représentées , 
pour abréger, par 


ru = S MRe~ mlt , r u' = 2 M R' e~ m ' 
Les quantités R et R satisferont aux équations 


d- R 


: — % ~~~r R 1 


d 1 R 


=- - R ', 


( e ) 

(f) 


pour toutes les valeurs de r, et aux conditions particulières 
XIX.' Cahier . Bbb 
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(*—rjr)*' = °' 

. (i— r) R — 1> R' = o, 

■ k' R — (l>’ -i- -y) R' = o. 


quand r—o; \ 
quand r z=r / -H ï ;f 

quand r—l; I 

quand r —/. 


Cela étant, je multiplie les équations (a), la première par Rdr et la 
seconde par R dr ; puis je les intégré dans toute ietendue des valeuis 
de r pour lesquelles ces équations subsistent, cest-a-dire, la première 
depuis r=zo jusqu’à r=l , et la seconde depuis rz=d jusqua r — l+l'; 


d. ( 1 R ru dr 

if O 


d. R ru dr 






/-t-/' d 1 .r u 


R' dr . 


En intégrant par parties, et mettant à la place des différentielles se¬ 
condes de R et R\ leurs valeurs données par les équations (f), on a 


s* d 1 .r u n , _ n d . r u d R m 1 r*p , 

f -TF- Rdr = R ~ r - r “ ~d~r - irJ RruJr ’ 

r£iL^ R' dr = R' jLZ± — r« — R' ru' dr -, 

J d r 1 d r d r a J 

les termes compris hors du signe f dans la première formule , dispa¬ 
raissent à la limite r—o , à cause que R et ru s’évanouissent avec r; 
ces termes- disparaissent aussi dans ia seconde formule , à la limite 
r — car en combinant ia deuxième équation (g) avec l’équa¬ 

tion (b), qui ont lieu, l’une et l’autre, pour cette valeur de r, on en 
déduit 

*' '*'4^ = (ttf - 0) ~ = 0 : 
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enfin, à fa limite rzzil, les équations (c) et les deux dernières équa¬ 
tions (g) qui ont lieu toutes les quatre pour r=l, donnent 

R - - ru -^7— b (R r u' — R' r u) , 

a r d r 

R' - ru' -?-£-= b' [R ru' — R' ru) : 

d r d r 

les équations précédentes deviendront donc 

d. f Rru dr rl 

-—-- zz: a'b \ R ru — R' ru] —m'- f Rrudr , 

d t L Jo 

d.f lJr ’ R'rudr 

-JJ -- — —a 1 b 

d t 


lRru'-R'ru ]_*•// R ' rddr 


les quantités contenues entre les crochets se rapportant à la valeui 
particulière rzz:/. Ces quantités se détruisent, en ajoutant ces deux 
équations après avoir divisé les premières par a 1 b et la seconde par 
a * b' ; on a alors 


'-[iJF Rrudr +i?wJJ R ' r “‘ l, \ == 

- '»* [-âh-fo ' Rru dr - h JvfJ R ' ru ' dr ) •’ 


d’où l’on tire en intégrant 


D étant la constante arbitraire. Pour la déterminer, soient 


u = Fr , u z=z f r , 

les températures initiales dans les deux parties de la sphère , de sorte 
que Fr soit donnée arbitrairement depuis rzzzo jusqu’à r~l, et fr, 
depuis r=l jusqu’à r — En faisant / = o dans 1 équation pré¬ 

cédente , il vient 


Bbb 2 
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~T~b J'j R' Fr dr J' / l+ ‘ R' rfrdr = D : 

on aura donc à un instant quelconque , 

ih f.'+ 'J-.' j -JT R'rJJr = ( ;j .' T fj RrFrdr 

+ yhrf, M ' 

équation remarquable, qui va nous servir à déterminer la valeur cher¬ 
chée de AI en fonction de m. 

En effet, si l’on y met à la place de ru et ru leurs valeurs don¬ 
nées par les équations (e), son premier membre se changera en une 
série d’exponentielles relatives à t ; mais à cause que le second membre 
ne contient qu’une seule de ces exponentielles, il faudra que les coef- 
ficiens de toutes les autres soient nuis dans le premier membre , et 
que le coefficient de l’exponentielle e~ mlt , qui entre dans les deux 
membres , soit le même de part et d’autre. Ainsi, m t désignant une 
racine quelconque de l’équation (d), différente de la racine m, et R 
et R t étant ce que deviennent R et R' , quand on y met m à la 
place de m, il faudra qu’on ait 

—r-r- f l RR Jr-i-- 4 Tr r' + '‘ R'R' t ir=o; 

a b J o ' a b‘ J l > 

et lorsque la racine m i sera la même que m, on devra avoir 


{-h f! R ‘ Jr R ” dr ) [‘RrFrJr 

■*"FT-fr*'f rd r- 


Nous ne nous arrêterons pas à vérifier le premier de ces deux résultats; 
le second suffit pour déterminer immédiatement la valeur de M ; et 
comme on a 
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r ,+l ' D ' 1 J 1 D . t m l 

. R a r rzz — P sm 1 - , 

J l 2 a ? 

en faisant, pour abréger , 

P = - t 'l!.+ n ‘ h-/'[/3(/+/')-,]--h(/+/')[ i 8(/- 4 -/')-,] 

— [py-h-n —. ] cos , 

il en résultera 

2 a 1 b' f 1 R r Fr dr -f- 2 a 1 b f l+l R'r f r dr 
M= _ — _ — _ 

/ x It ^ 1 [, a . ml ml\ 7 n . m l 

a oQ /-sm-cos—— -H a b P sin 1 - 

Au moyen de cette valeur de M, les formules (e) ne contiendront 
plus rien d’inconnu ; et elles donneront à un instant quelconque fa 
température de tel point qu’on voudra de l’une ou l’autre des deux 
parties de la sphère que nous considérons. 

[68.] L’analyse précédente nous conduit, comme on voit , à un 
résultat semblable à celui que nous avons énoncé [n.° 63], et auquel 
on serait parvenu en suivant la même méthode que dans le §. VII. e 
du premier Mémoire. II y a, cependant, une différence entre les ré¬ 
sultats de ces deux méthodes : par la nature de la seconde, il ne faut 
prendre pour m que les racines réelles de l’équation (d), sans s’inquié¬ 
ter si elle admet des racines imaginaires, tandis que, par la méthode 
precedente, on doit prendre pour m toutes les valeurs réelles ou ima¬ 
ginaires qui satisfont à cette équation. Les deux méthodes étant exactes, 
et leurs résultats devant coïncider, on est porté à conclure de leur 
rapprochement que 1 équation (d) n’a pas de racines imaginaires ; mais 
011 n’a aucun moyen de s’en assurer d’une manière directe ; et généra¬ 
lement on ne sait pas reconnaître, si les racines d’une équation trans¬ 
cendante sont toutes réelles. Eulçr a démontré que les équations sin .v=o. 
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cos .v = o, n’ont pas de racines imaginaires : d’ailleurs on s’assure ai¬ 
sément , à l’égard de ces équations fort simples, que l’on n’y peut pas 
satisfaire en prenant xzzzp -+- qV —i » a moins qu on naît <7=0 ; mais 
il n’en est pas de meme, dès qu’il s’agit dune équation transcendante 
un peu compliquée; et, d’un autre côté, les règles que les géomètres 
ont trouvées pour s’assurer, à priori, de la réalité de toutes les racines 
d’une équation donnée, ne conviennent qu’aux équations algébriques, 
et ne sont point applicables en général aux équations transcendantes. 
En effet, ces règles se réduisent à deux : l’une est celle que Lagrange 
a donnée , d’après la considération de l’équation aux carrés des diffé¬ 
rences ; équation que l’on peut regarder comme impossible à former, 
dans le cas des équations transcendantes : l’autre règle se déduit de 
l’ancienne méthode proposée pour la résolution des équations numéri¬ 
ques, et connue sous le nom de méthode des cascades ; en voici l’énoncé 
le plus général. 


Soit X—o une équation quelconque dont l’inconnue est .y; dési¬ 
gnons, pour abréger, par X', X", &c., les coefhciens différentiels suc¬ 
cessifs de X, par rapport à x ; si le produit XX" est négatif en 
même temps que X' = o , que le produit X' X w soit négatif en 
même temps que X"=o , que X"X' y soit négatif en même temps 
que X zi o, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on parvienne à une équa¬ 
tion X ii; = o, dont on soit assuré que toutes les racines sont réelles, 
et qui soit telle que la condition X l ~' : X l ~ h,) négatif pour toutes 
ses racines soit aussi remplie, il sera certain que l’équation proposée 
Xz=z o n’a de même que des racines réelles; et réciproquement, si 
l’on parvient à une équation X (,; i= 20 t qui ait des racines imaginaires, 
ou pour laquelle le produit X (l ~ ,J X (l '* m,J soit positif, l’équation Xzno 
aura aussi des racines imaginaires. 


Or, lorsque X—O est une équation algébrique du degré quelconque n, 
on est toujours certain de parvenir après n — 1 différenciations à une 
équation X ( "~ ,J = o qui n’a que des racines réelles, puisqu’elle est du 



MATHEMATIQUE. 383 

premier degré : c’est cette circonstance qui rend la règle précédente 
applicable aux équations algébriques. Mais si X— o est une équation 
transcendante, les équations X'^z^o, A"* — o, &c., seront toutes des 
équations de cette nature; et la règle ne pourra plus s’appliquer, à 
moins que, dans des cas très-particuliers, la série de ces équations n’eu 
comprenne une, telle que sin a = o , ou cos x = o , dont on sache 
que toutes les racines sont réelles. 

Il est à remarquer que lors même qu’on aurait prouvé , d’après la 
forme ou quelque propriété d’une équation transcendante X—o, que 
ion a XX" négatif pour X' = o , X' X'" négatif pour X" = o , 
X" X' v négatif pour X" zzz o, et ainsi de suite jusqu’à l'infini, on n’en 
pourrait pas conclure que cette équation X zzz o n’ait pas de racines 
imaginaires. Pour le faire voir par un exemple très-simple, soit 

X = e M be ax ; 

a et b étant des quantités données, et a étant supposée positive. L’équa¬ 
tion dérivée d’un rang quelconque /, sera 

X li > = e* H- b a 1 e a * = o ; 
on aura en même temps 

X^- x [ = ** -4 -b a 1 - 1 e a * , X (i + % *=z e x b a 1 *" t* x ; 

or, sans altérer les valeurs de ces quantités, on en peut retrancher 
celle de X (lJ qui est supposée nulle ; on aura donc 

X (i ~ l) — b a‘~' X (U '> =z b a f e a * 1); 

par conséquent 

X u -" — — b 1 a 1 '-' e ta ‘ (1 —a)‘ ; 

quantité qui sera toujours négative, quel que soit le nombre entier i ; 
et cependant l’équation proposée 

X — e x b c ax z=z o, 

a une infinité de racines imaginaires : elle a une seule racine réelle quand 
Ja quantité b est négative, et n’en a aucune, lorsque b est positive. 
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[69.] Pour vérifier les valeurs de ru et ril que nous avons obte¬ 
nues , nous allons les appliquer à quelques cas simples, où ces valeurs 
nous soient déjà connues. 

Supposons d’abord que les deux parties de la sphère soient de la 
même matière, et ne forment qu’un corps entièrement homogène, on 
aura dans ce cas, a —a, k' = k; retranchant l’une de l’autre, les équa¬ 
tions relatives à la surface de contact de ces deux parties [n.° 63], 

il vient d — = —r -— pour r —/; mais comme, dans ce même cas , 

d r d r 1 

la température n’éprouvera plus de changement brusque en passant 
d’une partie du corps à l’autre , il faudra que ces équations donnent 
u—u pour r = / ; ce qui aura lieu si l’on y suppose la quantité g infi¬ 
nie par rapport à k [n.° 16]. Nous ferons donc, dans les formules pré¬ 
cédentes, a' = rt', b'=b, et ensuite bz=io o; et elles devront exprimer 
la loi des températures dans une sphère homogène d’un rayon égal à 
1 —f- / . 

En supprimant dans l’équation (d) tous les termes qui ne sont mul¬ 
tipliés ni par b, ni par b' ; faisant dans les autres b' — b , d — a , et 

pour simplifier, — / » il vient 

[/3(/-*-/')— i]sin/(/-+-/'}-+-/ (/-f-/')cos f (/-f-/') = o. (h) 
La quantité Q se réduira en même temps à 

Qz=z ÿ (/ -f- 1 ' ) cos / l r -+- [/3 (/ -4- l) — i]sin fl', 
ou ce qui est la même chose, en vertu de l’équation précédente , 

Qz=z (/(/-*-O sin /(/-+-/') — [/ 3 (/-f-/') —i]cos /(/-h/')) sin fl ; 

niais on tire de cette meme équation 

s U + l') 


on aura donc 
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<2= sin//. J/> (/-+-/')*-H [0 (/-+-/')-i]\ 

En ne prenant que la première ligne de la valeur de P, on aura 

/-+•/> sin * -^ = (/» (My+fi (/-+-/') [/ 3 (/-*-/')- 1 ]) (/H- /')sin 1 // ; 
en prenant le reste de cette valeur, il vient 

a . ml m l 

-sin -cos--+-^sin* -= 

m a a a 

["T/ (^T [si 11 2 // — sili 2//] — [jS(/H-/')7-i] 4 (sin 2//'-+-sin 2//) 

— (/-4— /') [/3(/—H-/') — i]cos2 //'Jsin 1 //; 

quantité dont tous les termes se détruisent quand on y met pour 
sin 2 fl, sa valeur, savoir : 

sin 2 ç / = 2 sin ç ( l-\-i ) cosç ( /-*-/ ) cos 2ç/'-[cos 1 ç ( l-\rl ) -sin 1 ç ( /+■/')] sin 2 g /' 
__ — 2 g (/—|—/' ) [/^ (/—i—/' ) — i ] cos 2 g/' — [/S (/—i /' ) i J 1 *— 1 (/—>—/' )*] sin 3 ^ / ' ; 

— [S ('-M ') 1 

Le dénominateur de la quantité Al, abstraction faite du facteur a'b ou 
a b '/qui se trouve aussi au numérateur, se réduira donc à la valeur 

précédente de Q' /-t- P sin* ; d ailleurs on a, en vertu de réqua¬ 
tion (h) , 

R' = [/(/-t-Osin/(/-{-/') — [/ 3 (/- 4 -/')—i]cos/(/- f-/)]sin//sin/r 

— Q sin / r ; 


cette quantité M deviendra donc 

2 ^ r Fr sin/r dr-\-J'^ 1 rfr sin fr Q 

De plus, à cause de /?' = /?, les quantités r// et ra' déterminées par 
XIX / Cahier. Ccc 


386 PHYSIQUE 

les équations (e) auront toutes deux la même expression ; en sorte qu’il 
suffira d’écrire la valeur de l’une d’elles , de ru , par exemple , et de 
l’appliquer à la sphère entière, ou à toutes les valeurs de r, depuis 
r — o jusqu’à r=l-\-ï. Nous aurons, de cette manière, 

; ("__ V C l r Fr sin f rdr 


f= 7 - 77- X 


l + ï 


rfr sin frdr^ sin ft 


résultat qui exprime effectivement la loi des températures à un instant 
quelconque, dans une sphère homogène d’un rayon égal à l-\-ï , celle 
des températures initiales étant représentée par Fr depuis r= o jusqu’à 
r=l, et par fr depuis r = l jusqu’à r=:l-hl\ 

[70.] Soit maintenant 1 = o. cas dans lequel le corps que nous 
avons considéré se changera en une sphère homogène d’un rayon égal 
à Il s’agit donc de faire voir que , dans ce cas particulier, la valeur 
de fil donnée par la seconde équation (e) , est celle qui convient a 
une telle sphère* 

En développant le premier membre de l’équation (d) suivant les 
puissances de /, supprimant le facteur - ™ b J qui se trouve commun à 

tous les termes, faisant ensuite lz=.o et -y = /> il vient 
(fi ï — 1 ) sin / /' f V cos j> J' =z o ; 


d’où l’on tire 
sin p l' — 

J 1/ o 2 L 


f /' 


cos = —- 


(Æ/'-O 


Vfï' + W-iy 


D’après la manière dont cette équation (d) a été formée [n.° 66 ] , elle 
peut aussi s’écrire de cette autre manière : 

-+- [|8(/-l-/ , )-i]sin -^-]^/sin 


Q = 


[- 


cos ~ 


il ml 

-COS- 


rn l 


-+- {1>I — 1) sin——- 
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dans le cas de /zro, on aura donc 

Q — fi' cos f 1 ' -h ( /3 /' — 1 ) sin fl'; 

.quantité nulle en vertu de l’équation précédente. Pour la même valeur 
de /, on a 

p = (/‘/'‘W-/ 3/'(/3 /' — 1)) /'-*--£-[(//' * — (A/'— 1)*) cos //' sin//' 

-+- fl'(fil' — 1) (cos '■fl' —sin*//')]; 


expression que les valeurs de sin fl’ et cos fl', réduisent à 
P = [/*/'• -H /3 /'(£/'- ,)]/'. 

Enfin, pour Izzz o , et en ayant égard à ces valeurs de sin fl et cos fl', 
on aura encore 


R' 


— = ]//r -H [fil' — iY sin / 


r ; 


par conséquent 

_ ±_ //'‘-^-(/S/ , -») , cî 

r * t^'-U 


M R' = 4 -. ~.' r - sin f r.f~J rfr sin frdr; 


et ensuite 


r = -f s [ //.^ ( r(V--,)"/ o' r / r sin 


ce qu’il s’agissait effectivement de vérifier. 

[71.] Examinons encore le cas où l’épaisseur /' de la couche exté¬ 
rieure est très-petite par rapport au rayon / de la sphère quelle re¬ 
couvre, en sorte qu’on puisse mettre par-tout, sans erreur sensible, 
/à la place de / + /'. Si la quantité a ou k l n’est pas aussi très-petite, 
c’est-à-dire, si la chaleur spécifique de la matière de cette couche n’est 
pas très-grande, ou sa conductibilité très-petite, on pourra négliger la 

fraction , et alors l’équation (d) se réduira à 
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(fi-h b') fl cos fl-\-(bfil — fi — i')sin fl — o , 

en faisant ~ — f. Si Ion y remet pour (Z, b et b', leurs valeurs [n.° 63], 
et qu’on fasse 


b a 


{g -+* y )* 

elle deviendra 

f / cos fI-\-((Z r l — 1) sin//=: o : 

cette équation sera donc la même que s’il s’agissait d’une sphère du 
rayon /, dans laquelle le rapport du rayonnement extérieur à la con¬ 
ductibilité k> serait exprimée par (Z' ; de manière qu’en appelant y' la 
mesure de ce rayonnement, on eût. 

^r = (Z' et y' = *U E_. 
k s y 

On aura en même temps 

P: = 0i r= Æ±£üL sin/r . 

l’équation d’où dépendent les valeurs de f , donne 


sin f 




cos f / — 


(07—i 


yy/*-»-(*7— 1 ) 


Vi */*-»-(/»•/—»}* 1 

d’où il résulte 

/ _ _ sm/ / C0S/ / = -y T - i - WT -—IL ; 

supprimant donc l’intégrale relative à la couche extérieure que ren¬ 
ferme le numérateur de l’expression de M, et dont les limites sont 
/ et /_|_/', nous aurons 

MR = -r- W -^(/W- u «n frf r Fr sin f r dr, 
et par conséquent 
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a ~ / 0 r Fr &m frdr^sm fr» e 

Dans toute l’épaisseur de la couche extérieure, la quantité r est sensi¬ 
blement invariable et égale à la valeur de R' se réduit donc à 

R ' = ~r//sin//; 


et a cause que 


_ g 


-, la seconde équation (e) devient 


' {g 


2 g [J> a *•-*-(£'/— i) a ]sin/i r 1 I- . 7 1 -a 1 -?’' 

1) 7 . rFr,m f rJr\* 


L’expression de a nous montre que fa distribution de la chaleur à 
un instant quelconque, dans une sphère recouverte d’une couche 
très-mince, formée d’une matière différente de la sienne, est la même 
que si cette sphère émettait directement sa chaleur au dehors, et que 
le rayonnement de sa surface fût changé en un autre rayonnement 
dont la mesure y' dépendît à-la-fois du rayonnement y de la surface 
de la couche, et de la quantité g relative au passage de la chaleur, de 
la matière de la sphère dans celle de la couche. Pour que le rayonne¬ 
ment d’une telle sphère fût le même que si elle était formée en entier 
de la même matière que la couche qui la recouvre, ou pour qu’on eût 
y'=y t il faudrait que la quantité y fût très-petite et pût être négligée 
par rapport kg, ce qu’on ne peut savoir que par l’expérience. 

La valeur de u nous apprend aussi que la couche extérieure, quelque 
mince qu’on la suppose , ne prend pas la température de la surface 
sphéfique sur laquelle elle est posée, mais une température plus petite 
dans le rapport constant de g à g -|- y ; car si l’on désigne par U ce 
que devient u pour rz=zl, ou à la surface de la sphère, et que l’on com¬ 
pare u k U, on aura, à un instant quelconque , 
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on n’aurait donc u — U , qu’autant que ion pourrait négliger y par 
rapport kg; et s’il était possible de déterminer, par l’observation, ie 
rapport de ces deux températures u et U, on en conclurait immédia¬ 
tement celui qui existe entre les deux constantes g et y. 

[72.] Appliquons enfin nos formules au cas d’une très-petite sphère, 
en sorte que les deux parties de son rayon entier soient des lignes 
d’une très-petite longueur. Parmi les racines de l’équation (d), il y en 
aura deux pour lesquelles les quantités —-— et g seront, dans ce 
cas, de très-petites fractions ; et ce sont ces deux racines qu’il importe 
le plus de connaître. 

Pour en déterminer les valeurs approchées, je développe le premier 
membre de l’équation (d) suivant les puissances de m ; je néglige le 
quatrième terme et les suivans, à cause de la petitesse de leurs coeffi- 
ciens; et je ne conserve aussi dans le coefficient du second et du troi¬ 
sième terme, que la partie de la plus petite dimension par rapport à 
/ et l r ; remettant en outre , à la place de a > a , b, b et /3 , leurs 

valeurs [n.° 63 ], et supprimant le facteur £,-~ - , commun à tous 
les termes de ce premier membre, il vient 

gy{ 1 -^ 1 ')' — ~y [pcl>-+-gc'J^-t-igc'U(l-h-l')-\-ycl(l-+-l )*) 

m * c 9 c - /r (r-*- 3 /(/-t-n) = °- 

On tirera de cette équation deux valeurs de m\ que nous représenterons, 
pour abréger, par m ' 1 et m" 1 ', et qui seront l’une et l’autre de la di¬ 
mension — 1 par rapport kl et /' ; d’où l’on peut aisément conclure 
que tous les termes du développement de l’équation (d) , que nous 
avons négligés, seraient d’une dimension plus élevée que ceux que nous 
avons conservés, et qu’ainsi les racines m ' 1 et m " 1 sont deux valeurs 
d’autant plus approchées de m 1 , que ces lignes / et ï seront supposées 
plus petites. Quant aux autres valeurs de m 1 déterminées par l’équa- 
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tion (d), elles seraient toutes de la dimension —2, et, par conséquent, 
tres-grandes relativement a m et m ; les termes qui leur correspon¬ 
dent dans les seconds membres des équations (e), s’évanouiront donc 
les premiers, et très-rapidement, en sorte qu après un très-court inter¬ 
valle de temps , ces seconds membres se réduiront sensiblement aux 
termes correspondans à m' et m". 

En conservant la lettre m pour représenter l’une ou l’autre des quan¬ 
tités m' et m", les valeurs approchées de Q, P, R et /?', seront 


<2 — 

m 

r / . 




a‘ 

L /H 

h / b- 

3 a ,z b‘ l J 

P = 

2 m * 

3 <*'*' 

E* 


U 

R = 

m* r 

r/ H 

(/-»-/')* /a 

m* [/'»-♦- 3//' (/-*- /')F-1 • 


a a \ 


/ y 

3 *' 2 y l 

R' = 

m 1 / r 

- > 

\ 



on aura en même temps 


ml ml 



1- “ 

m 


m l m l _ 2 m z /* 

a a 3 a z 


d’où il résultera, en remettant aussi pour a 1 , a', b, b‘ et (Z, leurs 
valeurs , 


a a' M 

~inr~r 


3 c . 

r j 7 /i* c'[/' J - 4 - 3 //'(/-f./')] -1 

\f o ‘ rFrdr+y' f[ +l ' rfrdr 

* 1 ‘ 3 * /* J 

cl 3 

r. m z c'[P^ll'{l^. 

ni 1 



L g l 3 g i 2 J 


Donc, en désignant par V et /a," , ce que‘devient cette dernière quan¬ 
tité, quand on y met successivement m’ et m" à la place de m, et ré¬ 
duisant les seconds membres des équations (e) aux termes correspondans 
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à ces racines de l'équation (d), nous aurons 


K = [ 


(/-+-/')* y rn ' 1 c'\l' z ~| 

—jt n* J 

(/ -+-/')* ? M ,, Vr/ ,8 -+-3/n*-+-01 j 


i -H 




g 11 


où l’on voit que la température sera la meme dans toute 1 étendue de 
chaque partie de la sphère, mais différente, en général, pour ses deux 
parties, quelque petites quelles soient. 

[73.] La formule relative au refroidissement des corps très-petits , 
que nous avons démontrée directement dans le n.° 7 5 du premier Mé¬ 
moire, supposant que tous les points du corps échauffé ont la meme 
température , ne saurait donc s’appliquer au cas que nous venons de 
traiter; mais on peut aussi parvenir d’une manière directe au résultat 
que nous avons obtenu , en admettant seulement que la température est 
la même dans toute l’étendue de chacune des deux parties de la sphère, 
du moins après un intervalle de temps assez court pour que nous puis¬ 
sions n’y avoir aucun égard, 

Pour le faire voir, nous conserverons toutes les notations précédentes; 
de manière que u et u soient, au bout du temps les températures 
de la couche extérieure et de la sphère qu’elle recouvre ; c et c leurs 
chaleurs spécifiques ; /' l’épaisseur de la couche , et / le rayon de la 
sphère intérieure ; y la mesure du rayonnement extérieur, c’est-à-dire, 
la quantité de chaleur qui traverserait dans une unité de temps, chaque 
unité de la surface de la sphère entière, si la température de tous ses 
points surpassait constamment d’une unité celle du milieu extérieur; et 
enfin e, la même mesure relèvement à la chaleur qui sort de la sphère 
intérieure pour entrer dans la couche extérieure. La surface de cette 
sphère étant sa perte de chaleur pendant l’instant dt, sera 

exprimée par i nl*g(u-U ) dt ; cette quantité, prise avec un signe 
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contraire, sera Jonc égale à l’augmentation de chaleur correspondante 
à l’accroissement du de la température, laquelle augmentation est le 

produit de cdu par le volume — de cette sphère; par conséquent 


on aura 


/ 4f-+- 3 *(« — «') = o- 


De même l’augmentation de chaleur de la couche extérieure pendant 
le même instant dt, sera égale à l’excès de la chaleur qui lui est com¬ 
muniquée par la sphère intérieure, sur celle qu’elle émet au dehors , 
et qui est exprimée par 4 'tc (/ /' )* y u d t, la température du milieu 

extérieur étant prise pour le zéro de l’échelle thermométrique; cet excès 
devra donc être égal à (augmentation de chaleur correspondante a 
1 accroissement du de la température, ou au produit de c du' par le 

volume — — [(/'* -|~3.// / (/_j_/')] Je la couche extérieure; ainsi nous 
aurons cette seconde équation 

[/'*-+-3 //' 3 (/-t-/') 1 y u -t- 3 g T (u — u) — o. 

Nous intégrerons ces deux équations , en prenant 
u = f* e~ m%t , u = fÂ.' e~ mxt ; 
m, (J. et fjd étant des quantités constantes. Substituant ces valeurs de u 
et u dans nos équations, il vient 

( 3 £ — clm)fi = 3 g/*.' , 

[ 3 y(/-W')‘-H 3 £/‘— //'(/+/')]3 

multipliant celles-ci membre à membre, et supprimant le facteur , 
nous aurons 

(3 g~clm' ) ( jy(/-+-/')•-+- 3 // — f '[/' > +-3 //' (/-*-/')] »<*) = 98 '? i 

équation qui servira à déterminer la constante m, et qui coïncide avec 
l’équation (k) du n.° précédent, en sorte que nous pourrons représenter 
XIX: Cahier. Ddd 
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par ni' 1 et m" x les deux valeurs quon en déduit pour m 1 . II est aisé de 
voir actuellement que ces deux valeurs seront réelles et positives : l’une 
d’elles sera comprise entre zéro et la plus petite des deux quantités 

JJ et - 3 ,! et l’autre surpassera la plus grande de ces 

cl c /'M- 3 c II (/-+-/ ) 1 

deux mêmes quantités, lesquelles sont les valeurs de m qui rendraient 
nul le premier membre de l’équation précédente. 

L’une -des deux équations d’où elle a été déduite , la seconde , pai 
exemple, déterminera le coefficient jx au moyen de fx ; et en employant 
les deux valeurs de m\ nous aurons, pour les intégrales complètes des 
deux équations différentielles , 

" = ( 1 JT - ÏTÏ ) * 

-+■ l 1 *♦- U - T7T‘ —J ^ 


fjC et a" étant les deux constantes arbitraires. 

II ne restera donc plus qu’à déterminer ces deux constantes; ce que 
l’on fera en désignant par 47 rcC et 47 xc C, les quantités de chaleur 
initiales de la sphère intérieure et de la couche qui la recouvre , cest- 

à-dire, les valeurs de et — [/’ 3 -H 3// )] r 11 fl 11 *- 

répondent à t — o , de sorte que l’on ait 

3 c = , ’1 h -- 3 g/* J ^ 


(/ - 4 - /')* V «’* t‘ [/ l| + ? I i { l-\- l ) 1 

U 3 S /a 

(/-*-f) a > ___ w» 3//'(/-+-/')] ■ 

5 P 3 S /2 


3 c' = (/'>-h 3//'(/+O) 

Pour comparer les valeurs de ac' et fx' à celles du n,° précédent, il 
est nécessaire que f*' soit exprimée au moyen de la seule racine ni. , 
et que fx" contienne seulement m" : or, d’après l’éqnation (k), on a 
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«'//'[/"-H 3 (/+/')*]>'•-!-»"*) = U cP (H-J£±pll-) 

/'[/'•+ 3 /( 7 +/^], 

.ce //' [/'* h- 3 (/-+-/')* ]///'* w Ki — p#y (-t-/')* ; 


d’où ion conclut 


(l-*-l') z y _ ;n , V[p-+- 3 /n/H-/')] 




_ j ^ 3 3 //' (/-+-/') ) — O ; 

au moyen de quoi la valeur de fjJ pourra être exprimée ainsi : 


et celle de /u," s’en déduira par le simple changement de /;/ en /« . 

Ces expressions de /uj et ju," coïncident, comme on voit, avec celles 
du n.° précédent , en observant que les intégrales J~ r 1 F r d r et 

r 1 f r d r ne sont autre chose que les quantités Cet C 'II en ré¬ 
sulte donc que les valeurs de u et u en fonctions de t, trouvées direc¬ 
tement pour le cas où les lignes / et l sont très-petites , sont exacte¬ 
ment les mêmes que celles que nous avions d’abord déduites de nos 
formules générales ; ce qui fournit une confirmation remarquable de 
ces formules. 

Si les deux parties de fa petite sphère sont de la même matière, et 
ne forment qu’urt corps homogène, on aura czzic et gmzoo. Lune 
des deux racines de l’équation (k) sera infinie , et l’on devra consé¬ 
quemment supprimer I exponentielle qui lui correspond dans les valeurs 
de u et u : nous supposerons que ni " 1 soit cette racine; l’équation (k) 
donnera pour la valeur de lautre 


Ddd 2 
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on aura donc 


_ 3 > 


(/ -H /') C 


u — u — IX e 
et la valeur de \x se réduira à 

3 (*- 


( / /' ) c 


fX — 


c’est-à-dire, à la moyenne des températures initiales; résultat qui coïn¬ 
cide, comme cela devait être, avec celui du n.° 6 4 du premier Mémoire. 

[74.] Les lignes / et l' étant toujours très - petites , supposons de 
plus que l’épaisseur ï de la couche extérieure soit très-petite , même 
par rapport au rayon / de la sphère quelle recouvre , ou que fe 

rapport -y-soit une très-petite fraction. L’une des deux racines de 
i’équation (k), par exemple m"\ sera très-grande et en raison inverse 
de /'; il faudra donc, après un très-court intervalle de temps, supprimer 
l’exponentielle qui lui correspond dans les expressions de u et u ; la 
valeur approchée de l’autre racine m l s’obtiendra en négligeant ï dans 
1 équation (k), et l’on en déduira 

_ 3 g y _ 3 y' 

U -+* y ) c L c 1 

en faisant, comme plus haut [ n.° 71], — := V • La valeur cor- 
respondante de fx sera aussi, à très-peu près , 

^ = u ¥ÿwfo r '* r<iri 

et les valeurs de u et u deviendront 


cl 


A Cl / A £ 

u z=z A e j u —-— 


cl 


&-*-y 


en désignant par A la moyenne des températures initiales de la sphère 
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intérieure, ou , à très-peu près , celle des températures initiales de la 
sphère entière. 

On voit que les températures u et u conserveront constamment 
entre elles le rapport que nous avons déjà trouvé entre u et U 
[n.° 71]. On voit aussi que le refroidissement de la sphère intérieure 
sera le même que si le rayonnement de la surface avait pour mesure 
fa quantité y', dépendante du rayonnement y de la couche extérieure, 
et de la quantité g relative au passage de la chaleur de cette sphère 
dans la couche ; résultat qui donne lieu de faire une remarque im¬ 
portante sur la détermination des chaleurs spécifiques , d’après [obser¬ 
vation du refroidissement des corps de petites dimensions. 

[75.] Les premiers physiciens qui ont fait usage de cette méthode, 
ne connaissaient pas l’influence de la nature de la surface sur la vitesse 
du refroidissement ; les rapports qu’ils trouvaient entre les chaleurs 
spécifiques, sans avoir égard à cette influence, ne pouvaient donc pas 
être exacts : or, on a cru remédier à cet inconvénient en recouvrant 
tous les corps dont on observe le refroidissement, d’une couche très- 
mince de la même matière et ayant la même surface pour tous ces 
corps; mais on voit que Ton ne gagne rien à cette précaution, puis¬ 
que la quantité y étant la même pour tous ces corps ainsi recouverts , 
il ne s’ensuit pas que y' le soit aussi, à moins que la quantité g 11e 
change pas d’un corps à l’autre , ou quelle ne soit très-grande par rap¬ 
port à y pour tous les corps ; ce que l’expérience seule peut nous ap¬ 
prendre. 

Pour rendre ce procédé exact, il faudrait pouvoir observer à-la-fois 
la température de la sphère intérieure , et celle de la couche qui la 
recouvre : on vérifierait d’abord que le rapport de l’une de ces tempé¬ 
ratures à l’autre est constant; en désignant sa valeur observée par n K 
on aurait 
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u — A e c n l . 

Cela étant, supposons que la température u s’abaisse de v dans un 
temps 0, en sorte qu’on ait 

u — v — A e c n l y 


d’où l’on conclut 


U - V 



37 ± 

c n l y 


et en passant aux logarithmes 

■7- =- 77 T [ lo g“ —*°g (“ — »')]• (*) 

Supposons que pour un second corps soumis à l’expérience, les quan¬ 
tités c, i, n, 0, U et v, deviennent respectivement c /t /, ti/, 0^ u / et v , 
et que la valeur de y n’ait pas changé ; ce qui aura effectivement lieu , 
si le premier et le second corps sont recouverts d’une côuche mince, for¬ 
mée de la même matière et ayant la même nature de surface. Nous 
aurons alors 

77 = -jyr ( |o g ", — i°g (", — )) ; 

et il en résultera 

C, n l e, / Iog v — Iog ( u — v ) \ 

~T~ n, /, 9 \ Iog u — log ( 1 / — V, ) ) 1 


formule qui servira à déterminer le rapport des deux chaleurs spéci¬ 
fiques c et c t , lorsque toutes les quantités quelle renferme seront don¬ 
nées par l’observation. 

Dans la sphère, le tiers du rayon est le rapport du volume à la sur¬ 
face ; en mettant donc le triple de ce rapport à la place du rayon dans 
les formules précédentes, on pourra les appliquer à des corps de formes 
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quelconques , et Je petites dimensions , pourvu que la couche mince 
qui les recouvre s’étende sur leur surface entière. Mais la difficulté 
d’obtenir avec exactitude, par l’expérience, les rapports 11 ( et n, ou de 
constater qu’ils sont égaux à l’unité , s’opposera toujours à l’usage qu’on 
pourrait faire de la dernière formule pour la détermination des chaleurs 
spécifiques. 

[76.] Au lieu d’un corps solide, la substance dont on observe le 
refroidissement peut être un liquide contenu dans un vase d’une très- 
petite épaisseur, et de dimensions peu considérables. En appliquant à 
ce cas les formules précédentes, on pourra reconnaître si la vitesse du 
refroidissement varie avec la nature de la surface intérieure du vase , 
ou , autrement dit, si la quantité g relative au passage de la chaleur du 
liquide dans son enveloppe, dépend de la nature de cette surface , ce 
qui ne peut se décider que par l’expérience. 

Pour cela , on observera plusieurs fois de suite le refroidissement 
d’un même liquide dans un même vase, en faisant uniquement varier, 
dans ces expériences, la nature de la surface intérieure du vase , soit 
parla coloration, soit par le moyen d’un enduit quelconque, soit en 
altérant le degré de poli de cette surface. On appliquera l’équation ( 1 ) 
à l’une de ces expériences : désignant par h le rapport du volume du 
vase à sa surface, on y fera l=$h ; et remettant, en outre, à la place 
de // sa valeur, on aura 

7 TT = - 7 T- (l°g« — I°g(H — »))• 

Pour une autre expérience, les quantités y, c et h seront les mêmes; 
et si l’on représente par 0 / , u /f v f et g jt ce que deviennent l’intervalle 
de temps ô, les températures u et v, et la quantité#, on aura de même 

77 +— — TTT ( lo s"< — lo s (", — ü) ; 

d’où l’on déduira 

(g, y ) g ___ f Iog u — lo g ( 1 / — y ) \ 

(£'“*" V ) 5, ® V iog u t — Iog ( — v ( ) / * 
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Si donc, pour toutes les expériences qu’on aura faites, prises deux a 
deux, le second membre de cette équation est, à très-peu près, égal 
à l’unité, on en conclura, ou que la quantité g est invariable, ou que 
ses diverses valeurs sont très - grandes par rapport à y ; et pour éviter 
autant que possible que ce dernier cas n’ait lieu , il faudra augmenter la 
grandeur de y, en dépolissant la surface extérieure du vase. Si, au con¬ 
traire, les valeurs de ce second membre diffèrent sensiblement de 1 u- 
nité, il en résultera que la quantité g est variable ; et l’on saura, de 
plus, si elle augmente ou diminue avec le degré de poli de la surface 
intérieure. Il semble donc que ces expériences seraient très-propres a 
fixer les idées sur ce point important de la théorie de la chaleur , sur 
lequel il était bon d’appeler l’attention des physiciens. 

[77.] Le moyen le plus propre à déterminer la quantité g , relative 
au passage de la chaleur d’üne substance solide dans une autre , est 
d’observer la loi des températures dans une barre formée de ces deux 
substances, entretenue par ses deux extrémités à des températures don¬ 
nées, et parvenue dans toute sa longueur à un état de chaleur perma¬ 
nent. Nous allons donc reprendre la question dont nous nous étions 
déjà occupés dans le n.° 33 du premier Mémoire, mais dont la solu¬ 
tion doit être modifiée depuis que nous avons changé les équations de 
condition relatives au contact des deux parties de la barre. 

Appelons x la distance d’un point quelconque de la barre à I endroit 
de ce contact, en sorte qu’on ait x —o pour le point de contact , et 
que les valeurs positives de * se rapportent à l’une des deux parties de 
la barre, et ses valeurs négatives à l’autre portion. Dans la partie qui 
répond aux x positives , désignons par y la mesure du rayonnement 
de la surface latérale, par k la mesure de la conductibilité de la matière, 
et par U la température fixe correspondante à la distance quelconque 
x ; représentons les quantités analogues, dans l’autre partie de la barre, 
par k' y y' et U' ; les valeurs de U et U' en fonctions de x seront don¬ 
nées par ces équations : 
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4 ox 


d ‘ U 


-T* - -k V =°> 

d’où Ion tire en inte'grant, 

U=Ae~ X Vï-+.Be X Vï, 


d 1 U ’ 


k' 


U' = o; 


é/ 1 


■=A' e - X Vr + B 'e X VÏ; 


A, B, A', B\ étant les constantes arbitraires. Quelles que soient ces 
constantes et les conditions relatives aux extrémités de chaque partie 
de la barre, l’expression des températures fixes jouit, dans toute l’éten¬ 
due d’une même partie , d une propriété qui peut servir à déterminer 

de la manière la plus simple les rapports et -jjr- • 

En effet, considérons dans la première partie, par exemple, deux 
points situés à égaie distance de part et d’autre de celui qui répond à 
la distance quelconque x; soit 2 A la distance mutuelle de ces deux 
points , de sorte que l’un réponde à x- — A et l’autre à x-f-A; dési¬ 
gnons par U , la température du premier, et par U z celle du second ; 
nous aurons 


U,. 


:Ae 


~Vr t - ! Vï + B 


d'ou il résulte 

k+ü,= (a.-'Vï+b/ÿî) (r'Vî+sVî), 

et par conséquent 

Le rapport de la somme des températures de deux points quelconques 
à la température du point intermédiaire, est donc une quantité indé¬ 
pendante de la position de ce dernier point ; c’est ce qu'on pourra 
d’abord vérifier par l’expérience ; et cela étant, si l'on désigne par /3 la 
XIX* Cahier, Eee 



4o2 physique 

, c - m /- 

vaieur de ce rapport, et quon fasse e V k = y , on aura 
y x — + i = o; 

équation du second degré dont les deux racines seront les valeurs de 

e VT et e On en déduira donc, sans difficulté, la valeur 

du rapport \ seulement on doit observer, pour la pratique, qu’il ne 
faut pas que la distance A soit trop petite, sans quoi les erreurs des 
observations auraient trop d’influence sur la quantité qu’on veut déter¬ 
miner. 

On obtiendra de même la valeur de ; en comparant ensuite les 

expressions de U et U' aux températures de différens points de la barre, 
données par l’observation , et, si l’on veut, aux températures de ses 
extrémités, on déterminera facilement les coefficiens A, B, A , B' ; 
ainsi nous pourrons supposer que ces expressions ne contiennent plus 
aucune quantité inconnue. 

Maintenant les équations relatives au contact des deux parties de 
la barre [n.° 18] seront 

* 4 T--*-g(U'-U) = o. k'-l£-+ g (U'-U) = o; 


elles auront lieu pour x — o; et en y substituant pour U et U' leurs 
valeurs , on aura 

(B — A) j/yk g {A' B' — A — B) z=z o , 

( B' — A') y y k' -H g ( A' -h B' — A — B) — o. 

Ces deux équations, jointes aux valeurs des rapports -j~ et , suffiront 
pour déterminer les cinq quantités y, y , k , k' et g, lorsque l’une d’elles 
sera déjà connue par des expériences d’une autre espèce, lorsque l’on 



MATHÉMATIQUE. 403 

connaîtra, par exemple, soit la conductibilité, soit le rayonnement 
extérieur de l’une des deux parties de la barre. 

En calculant ainsi la valeur de g, on pourra reconnaître si elle varie 
avec le contact plus ou moins intime des deux parties de la barre. 
Il est bon aussi d’observer que toutes les formules de ce n.° auraient 
encore lieu, si ces deux parties étaient disjointes, pourvu que toute la 
chaleur perdue par l’une fût gagnée par l’autre, comme dans le cas du 
contact; ce qui arriverait si l’espace qui sépare les deux bouts disjoints, 
était renfermé dans une sorte d’étui, qui n’absorbât pas de chaleur et 
l’empêchât de se dissiper au dehors. Dans ce cas, la valeur de g serait 
indépendante de la distance de ces deux extrémités ; elle dépendrait 
seulement de la nature ou des facultés rayonnantes et absorbantes de 
leurs surfaces. 
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